Notas EDO Exactas

Resumen

En estas notas abordaremos un teorema fundamental en la teorfa de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias (EDO). Este teorema determina las condiciones que permiten encontrar la solucién general
de EDOs desde el punto de vista de la teoria de las EDOs Exactas.

Las EDOs de primer orden pueden escribirse en la forma de un sistema dindmico como

(1) x=f(t,x;u).

Esto indica que la razén de cambio instantdneo X de la variable de estado x, estd determinada por la relacién
de correspondencia f, la cual es una funcién de: (i) la variable de estado y (ii) la variable independiente. El
vector de pardmetros u caracteriza las propiedades que no cambian con respecto a la variable independiente.
En el caso que el sistema dindmico (1) sea un modelo particular, se dice que el conjunto de pardmetros
caracteriza al sistema en cuestion.

En estas notas se considera el caso cuando la ecuacién en (1) se escribe en la forma

() M(t,x)+ N(t,x)x =0.

Para el propésito de estas notas, no es indispensable escribir explicitamente la dependencia de las funciones
My N del vector de parametros y. La primer observacién que se toma en cuenta relaciona las ecuaciones (1)
y (2). Noétese que ambas ecuaciones son equivalentes, si M(t, x) = —f(t,x) y N(t,x) = 1.

Notemos que la ecuacién (2) tiene la forma que resulta de desarrollar la EDO

(3) ;tgo(t,x) =0,

esto es debido a que

Lot x(0) = 22 (1x(6)) + 22 1, x(1))z

Las ecuaciones del tipo (3) son las EDO de primer orden mds generales que es posible resolver. El problema
consiste en encontrar la funciéon ¢(t, x) = ¢(t, x) — k, donde k € R es una constante determinada por las
condiciones iniciales. En otras palabras, la ecuacion (2) pueden ser escritas en la forma (3) si y sélo si existe
una funcién ¢(t, x) tal que %—1;4 = aa—l;’. De este modo, las ecuaciones de la forma (2) reciben una clasificacion
especifica si satisfacen la definiciéon

.. . .OM oN
Definicién 1. La EDO (2) se dice que es exacta, si TR

El resultado que garantiza la existencia de esta funcién, es decir, la solucién de las EDOs exactas, se
enuncia a continuacion:

Teorema 1. Sean M(t,x) y N(t, x) funciones cuyas primeras derivadas parciales son continuas en R, el
cual se define como

R={(tx) eR*|a; <t<ap, p1<x<Po}.
Existe una funcién ¢(t, x) tal que:
oM  oN

M(tx) =22y Nt x) = 22 siysolosi M
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Demostracién. Primero, se observa que ETZ = N(t, x) para alguna funcién ¢(t, x), si y s6lo si

@ oltx) = [ N(EEIE+K(E),

donde k(t) es una funcién arbitraria de la variable ¢ y k; es una constante.
d
Ahora, al calcular la derivada parcial de (4) respecto a t y tomando en cuenta que M(t, x) = a—f, se
obtiene que

=90 _ PN G mae k().

Mt x) =5 = |

La derivada parcial respecto a t conmuta con el simbolo de integral debido a que el limite superior de (4)
no depende de t. En consecuencia, a partir de esta tltima ecuacién, se obtiene

X oN

® KD = M(t,x) = [ SE(te)de.

k1
Debido a que k'(t) es una funcion de solamente f, la derivada parcial con respecto a x es cero; es decir,

e [K'(£)] = 0. De este modo, la relacion en (5) se satisface, si y sélo si

d Y oON oM 0 X oN oM oN
© 0= o (M0~ [ o) =50 - 2 ([ Seoa) - 522,

donde se usa el Teorema Fundamental del Calculo (TFC) para la igualdad de la derecha.
En otras palabras, el resultado que conduce a la ecuacién (6) indica que:
oM

oN
(i) por unlado, si o # T entonces hay una contradiccion, lo significa que no existe ¢(t, x) tal que

d d
M(t,x) = aif y N(tx) = %;

(ii) por el otro lado, si aa];/l = BBI;I/ entonces, debido al TFC, la ecuacién (5) sefiala que

? ko) = [ (M0~ [ S 00de) a,

donde kj es una constante.
Por lo tanto, la demostraciéon se concluye al sustituir (7) en (4); es decir,

otx) = [ N@e)aE+ [ Mooy - [ ( /:%Z:(n,@dc) dy.

Ejemplo. Dada la elasticidad de costo de un producto, se quiere encontrar el costo de produccién (variable
dependiente) como funcién de las unidades (variable independiente) que se producen.



Sea p(u) el costo de produccién de las unidades u. La elasticidad de costo E(u) se define como el

.. . . . u
cociente entre la razén de cambio instantdneo del costo por unidad p’(u) y el costo promedio por unidad p(u ) .En

otras palabras, se tiene que

p(u)  p(u)
u
Si se supone que la elasticidad tiene la forma
_ 21— pplu)
(EO) E(u) - 2,317(14)—061/[’

donde & y B son constantes y, ademads, que el costo para 1y unidades es py, el problema a resolver se
formula como sigue:

(P){ Br* —2uup + (2pup —au?) p' =0, u>up,
p(uo) = po,

donde py > 0.
La solucién al problema (P) puede encontrarse por medio de la Teoria de las EDO exactas.

. Primero. Se definen las funciones M(u, p) y N(u, p) como sigue:
M(u,p) = Bp* —2aup, N(u,p)=2pup —au®.
. Segundo. Se verifica que la ecuacién en (P) es, efectivamente, una EDO exacta:

oM oN
o —20u + 2Pp = T

. Tercero. A partir del Teorema 1, se tiene que

d
= M(u, p) = pp* — 2aup.

5 =
De este modo, debido al TFC, se obtiene
(E1) ¢(u, p) = pup® — a’p +k(p),

donde k(p) es una funcién de p por determinarse.
. Cuarto. Debido al Teorema 1 y la funcién (E1), se obtiene

2Bup — au® = N(u,p) = ?)(;lﬂ) = 2Bup — au®* +K(p),

lo cual significa que k' (p) = 0y por el TEC, k(p) = ko, donde k¢ es una constante. Por lo tanto,
(E2) p(u,p) = pup® —au’p +ko.

. Quinto. Se encuentra la constante kg a partir de las condicién inicial en el problema (P). De esta manera,
tenemos que

(E3) ko = ocu(z)po — ﬁuop%.

Esto ultimo debido a que se busca una constante tal que satisface la ecuacién ¢(ug, po) = 0.
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6. Sexto. Con el fin de determinar si es posible encontrar tinicamente el costo de produccién por unidad, se
observa que

(E4) 9

ap =2 (Bpo — aup) ug

(uo,p0)

es distinto de cero, siempre y cuando Bpy # aup. En otras palabras, el costo de produccién py de las
unidades 1y no puede ser proporcional a up en una razén «/f.
7. Séptimo. A partir de (E2) y (E3) se tiene que

1
1 4B (Dcuzpo — ,Buopz)

— 2,2 0 0
p+(u) 25 au =+ \/(x u .

Ahora, con el fin de determinar la solucién que se busca, nétese que

2 2
_augpo — Puopy
p+(u)p—(u) = — B

el cual es siempre positivo bajo la condicién que

po < Zu
0 < ZUo.
P
Debido a que p(u) > 0 para todo u > 0, este resultado indicaria que ambas funciones p (1) y p— (1) son

positivas; sin embargo, el resultado en (E4) sefiala que la solucén es tinica. Por lo tanto, esto es posible
solamente si

Po > lxu
0~ ZU0,
B
lo cual indica que la solucién es
1
4 2 _ 2

Notese que, a partir de (E5), si u — 07, entonces p4(u) — +oo. Por el otro lado, si u — oo,
entonces py (1) ~ ;u. Esto significa que, la elasticidad definida en (E0) es tal que E(u) — —1/2; ademas,
si la produccién aumenta significativamente, la elasticidad E(u#) — 17, lo cual indica que el precio

de produccién variara acotadamente. Por lo tanto, existe un ntimero de unidades critico u, tal que la
elasticidad E(u,) = 0. Esto significa que el precio de produccién permanecera sin cambios para u = u,.



