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Prefacio

Los ejercicios en este documento consisten en problemas teéricos y de calculo de proba-
bilidades y estadistica matematica seleccionados de varios textos para apoyar mi curso de
Estadistica Matematica impartido en ITAM.

La mayoria de los problemas tienen la referencia a los libros de donde fueron tomados.
La ficha bibliografica completa se incluye al final del documento. Aquellos que no tienen
referencia es porque no recordamos de dénde fueron extraidos o bien son de nuestra autoria.

Con el apoyo de Alvaro Loépez Zamora y Fernando Pérez Millan hemos iniciado la coleccién
de las respuestas a los problemas. Estamos trabajando en ello. Si de las respuestas publi-
cadas al final del documento no coincide con la suya agradeceremos nos lo haga nota para
corregirlas.

Cualquier comentario y/o sugerencia seréd bienvenido. Dirfjalo a Ernesto Barrios <ebarrios
at itam.mx>.

Ciudad de México, 17 de enero de 2024
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1. Introduccion

1. Enellibro de ( ) encontrard, por ejemplo, la ligahttps://
www.bts.gov/topics/airlines-and-airports/quick-links-popular-air-carrier-statistics
donde encontrara estadisticas (informacién). ;Cémo describir de manera eficiente la
informacién incluida en ese sitio? ;Graficas, tablas, dashboards? Su respuesta es tema
de investigacion y desarrollo de la estadistica descriptiva o el andlisis explorato-
rio de datos. Vea por ejemplo ( ).

2. Transformaciones, estadisticos de orden y Método Delta

Transformaciones

1. Sea Z una variable aleatoria distribuida normal estdndar. Utilice el teorema de trans-

formacién para mostrar que X = pu + oZ se distribuye normalmente con media p y

varianza o2.

2. Sea X ~ Gamma(a, 3), con « el pardametro de forma y 8 el parametro de escala de
la distribucién Gamma. Sea k > 0, verifique que Y = kX ~ Gamma(a, kf3).

3. Sea Z distribuida normal estandar. Calcule la f. g. m. (. ¢.) de Z2. Utilice el teorema
de unicidad para mostrar que Y = Z? sigue una distribucién Gamma(a = 1/2, 3 = 2),
conocida como distribucién Ji-cuadrada con 1 grado de libertad y denotada por x2.

4. Sea Y ~ x2 y denote x?(p, k) su p-ésimo cuantil, esto es, p = P(Y < x?(p, k)). Sean
r>0,W=rYy0<qg< 1. Determine w de manera que ¢ = P(W < w) y expréselo
como funcién de los cuantiles de la distribucién x?2.

Estadisticos de orden

5. Sea U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(a,b). Encuentre la distribucién de
U(n) = méx{Ul, ceey Un}

6. Sea T = (T1,...,T,) una m. a. de T' ~ Exp(f)). Encuentre la distribucién de 7(;) =
min{7Ty,...,T,}.

7. Sea U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(0, 1). Muestre que sus estadisticos de
orden siguen distribuciones beta. A saber

U ~ Beta(k,n +1—k)

Método Delta

8. ( ) Empleando el Método Delta encuentre expresiones para
aproximar la media y la varianza de Y = g(X), para:

%) 9(2) = V.
b) g(z) =logz.
c) g(z) =sin"!a.
9. Considere U ~ Unif(0,1) y V ~ Unif(1, 2).

a) Sea X =+/U. Encuentre ux = E[X] y 0% = var(X). Determine aproximaciones
de px y 0% utilizando el método delta.
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10.

11.

3.

b) Repita el inciso anterior para Y = VV.

¢) Determine los errores de aproximacién en ambos casos y discuta porque su dife-
rencia.

Encuentre una aproximacién para la media y la varianza de ¥ = v/ X, donde X ~
Po(A).

Método Delta: Sean X y Y v. a’s con medias y varianzas ux, fy, y 0%, 0%,
respectivamente. Sea h una funcién diferenciable y tal que Z = h(X,Y’) es también
una v. a.. Entonces, por la aproximacién por series de Taylor, la media y la varianza
de Z pueden aproximarse por:

9*h(p) Fhp) - Ohn)
oXy
Ox? Oy? Oxdy

it < () o () v () ()

donde h(p) = h(ux,py) y oxy = cov(X,Y).

1 1
E[Z] = h(,u)+§a§( 50%

Los lados aleatorios X y Y de un triangulo rectangulo tienen media xg y 1o respectiva-
mente, la misma varianza o2 y covarianza oxy. El dngulo entre los lados del tridngulo

es entonces v
©=tan ' —
an (X)

FEncuentre una aproximacién a la media y varianza de ©.

Distribuciones Muestrales

Distribuciones de algunas sumas de variables aleatorias

Utilice la funcién caracteristica o la funcién generadora de momentos y el teorema de uni-
cidad para mostrar las siguientes proposiciones.

1.

NS e W

Sean X; ~ Bin(n;,p), i = 1,2, v. a. independientes. Entonces X; + X ~ Bin(n; +
n?ap)'

Sean Y; ~ BinNeg(r;,p), i = 1,2, v. a. independientes. Entonces Y1 +Y5 ~ BinNeg(r;+
r2, p) .

Sean N; ~ Po(A

i), = 1,2, v. a. independientes. Entonces Nj + Ny ~ Po(A\1 + A2).
Sean X; ~ Ber(p 1

)
),i=1,...,n, v.a.iid.. Entonces S, = Xj + --- + X,, ~ Bin(n, p).
Sean Y; ~ Geom(p), i = 1,...,r, v.a.l.id.. Entonces Y1 + - -- + Y, ~ BinNeg(r, p).
Sean X; ~ N(u,0%),i=1,...,n, v.a.iid.. Entonces X = L Y"1 X; ~ N(p, 02 /n).

Sean W; ~ Gamma(a;, A), i@ = 1,2, v. a. independientes. Entonces W; + Wy ~
Gamma(ai + az, A).

(Con esta parametrizacién, a es el parametro de forma y A el pardmetro tasa, asi
W ~ Gamma(a, \), entonces E[X] = a/\. O bien, si el parametro de escala es 3,
entones § = 1/Ay E[W] = ap.)

Sean T; ~ Exp(\),i = 1,...,m, v.a.i.i.d.. Entonces E,,, = T1+- - - T,, ~ Gamma(m, \),
conocida también como distribucién m-Erlang de pardmetro .
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9.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sean U; ~ N(u;,02),i = 1,2, v. a. independientes. Entonces Uy +Us ~ N(u1 + g, 03 +
o3).

Sean Z; ~N(0,1),i=1,...,n, v.a.iid.. Entonces S, = > | Z; ~ N(0,n).

Sea Y ~ Gamma(a = v/2,8 = 2). Y se dice que sigue una distribucién Ji-cuadrada

con v grados de libertad (v = 1,2,3,...) y es denotada por Y ~ x2. Muestre que si
Y; ~ x3, parai=1,...,k v.a.iid., entonces Sy = Zlsz ~ X3

Sean V; ~ X?m i =1,...,m, v. a. independientes, entonces » |'V; ~ X2, con v =
m
2.0 Vie
Sean X; ~ N(u,0?%),i=1,...n, v.a.iid. Entonces
n

L 2
S (M) e

i=1

Distribuciones de algunas cocientes de variables aleatorias

(( ) Ej. 7.7) Sean X1,..., X, y Y1,...,Y,
dos muestras aleatorias (m. a.) independientes donde X ~ N(u1,0%)y Y ~ N(uz,03).
Entonces la diferencia de las medias muestrales X — Y es una combinacién lineal de
v. a.’s normales independientes y por lo tanto se distribuye normalmente.

a) Encuentre E[X — Y.
b) Encuentre var(X —Y).

¢) Suponga que 07 = 2.0 y 05 = 2.5, y que m = n. Encuentre los tamafo de
muestras para que (X —Y') esté a no mas de una unidad de (u; — p2) con una
probabilidad de al menos 0.95.

(( ) Ej. 7.8) Con referencia al problema
anterior, suponga que o7 = 0.4 y 02 = 0.8. Si las medias son iguales, i.e. u1 = pg y
m = 10 = n, encuentre la probabilidad de que la media muestral X exceda la media
muestral Y por al menos una unidad.

(( ) Ej. 7.14) Sea Z una v. a. distribuida
normal estdndar independiente de Y distribuida y2. Entonces

Z
VY/v

sigue una distribucién ¢ con v grados de libertad.

a) Determine E[Z] y E[Z?]. (Sugerencia: recuerde que para toda v. a., E[Z?] =
var(Z) + E[Z]2.)

b) Muestre que si Y ~ 2, entonces

L(v/2+7)

=)

2" para r > —v/2

¢) Use los incisos anteriores para mostrar que
1) E[T]=0,siv > 1.
2) var(T) =v/(v —2),siv > 2.
(( ) Ej. 6.7) Muestre que si T' ~ t1, entonces T' ~ Cauchy.
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18. Muestre que si T, ~ t,, entonces T}, N Z, donde Z ~ N(0,1).

Sugerencia: Utilice la aproximacién de Stirling a la funcién gamma. A saber,

T(z) = \/? <Z> (1 + O(Z—l))
)

que da lugar la férmula de Stirling: n! ~ v/27nn"e™".

Esto es, para z grande,

19. (( ) Ej. 6.5) Muestre que si X ~ Fj, ,, entonces X 1 ~ F, .
20. (( ) Ej. 6.6) Muestre que si T' ~ t,,, entonces T2 ~ Fy .
21. (( ) Ej. 7.16) Sean W; y W v. a.’s inde-
pendientes con W; ~ X72u' Entonces
F= W1/n1
Wg/ng

sigue una distribucién F' con ni y no grados de libertad.
a) Muestre que E[F] = na/(ny — 2), si ny > 2.
b) Muestre que var(F) = [2n3(n1 + ng — 2)] / [n1(n2 — 2)*(n2 — 4)], si ng > 4.

22. Sea W ~ Fy,n, 0 < p < 1y denote F(p;m,n) al p-ésimo percentil de la distribucién
de W. Esto es, p = P(W < F(p;m,n)). Muestre entonces que

1
F(p: R —
(b ) F(1-p;n,m)

23. (( ) Ej. 6.9) Sea X1,...,X, una m. a. donde X ~ N(u,0?) y sea S? la
varianza muestral Esto es,

L > (X - X)?

n—14%
=1

Encuentre la media y la varianza de S2.

24. (( ) Ej. 7.11) Considere X7, ..., X9, una
m. a. de una poblacién N(u,1.4) y sea S? la varianza muestral de las 20 mediciones.

a) Encuentre algtin b tal que P(S? < b) = 0.975.
b) Encuentre algiin a tal que P(a < S?) = 0.975.
¢) Siay bson de los incisos anteriores, jcudnto es P(a < S? < b)?

25. (( ) Ej. 7.18) Considere las varianzas
muestrales S? y S5 del problema 14 con ny = 10 y ng = 8.

2
a) Encuentre algtin b tal que P(% <b) =0.95.
2
2
b) Encuentre algin a tal que P(a < %) = 0.95.
2

(el V)

NCQ‘O)
("
IA
(=
~
~

¢) Siay bson de los incisos anteriores, jcudnto es P(a <
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26.

27.

28.

29.

(( ) Ej. 7.19) Sean Xi,..., X5 una m. a.
de tamano 5 de una distribucién normal estdndar. X = % Z?Zl X, v X¢ de la misma
poblacién e independiente de las anteriores.

a) ;Cuél es la distribucién de W = Z?:l X2? Justifique.
b) ;Cuél es la distribucién de U = 327 (X; — X)?? Justifique.
¢) ;Cuél es la distribucién de W = 30_ (X; — X)? + X27? Justifique.

(( ) Ej. 7.38) Sean X's, X, W y U como
en la pregunta anterior.

a) ;Cudl es la distribucién de v/5Xg/vW? Justifique.
b) (Cudl es la distribucién de 2Xg/vU? Justifique.
¢) (Cudl es la distribucién de 2(5X2% + X2)/U? Justifique.

(( ) Ej. 7.69) Sea X1,..., X0 una m. a.
de una poblacién N(0, o2).

a) Determine la distribucién de (10)X?/S2.
b) Determine la distribucién de S?/[(10)X?].

¢) Determine la constante ¢ tal que
P(—c§€§c> =0.95
X

y donde el estadistico S/X es el coeficiente de variacién muestral.
Sea U y V dos v.a.i.i.d. exponencialmente con media 1. Encuentre
a) P(U/V <1).
b) La constante ¢ tal que P(U/V < ¢) = 0.95.

Teoremas Limite

(( ) Ej. 8.4) Sea X1, ..., Xy variables aleatorias independientes con f. m. p.
distribuida Poisson con media 1.

a) Utilice la desigualdad de Markov para obtener una cota a P ( %0 X; > 15)

b) Aplique el teorema central del limite para aproximar P ( ?O X; > 15)

(( ) Ej. 8.7) Una persona tiene 100 bombillas cuyo tiempo de vida se distri-
buye exponencialmente y de manera independiente con media 5 horas. Si las bombillas
son usadas una por una, reemplazando inmediatamente una bombilla cada que otra
falla, aproxime la probabilidad de que al menos una bombilla siga funcionando después
de 525 horas.

(( ) Ej. 8.9) Si X es una variable aleatoria distribuida Gamma con pardme-
tros (n, 1), aproximadamente que tan grande necesita ser n para que se cumpla que

P(|X-1]>.01) <01

(( ) Ej. 8.13) Las calificaciones de los exdmenes de cierto profesor tienen
media 74 y desviacién estdandar 14. Si el profesor va a entregar dos examenes, uno a
un grupo con 25 alumnos y otro a una con 64.
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10.

11.

12.

a) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo de
25 sea mayor a 80.

b) Aproxime la probabilidad de que el promedio de las calificaciones del grupo
grande sea mayor que las del grupo chico por mas de 2.2 puntos.

(( ) Self Test 8.11) En una coleccién de 40 pilas cada pila es igualmente
probable de ser del tipo A o del tipo B. El tipo A tienen una duracién media es de 50
y desviacién estandar de 15, el tipo B tiene una duracién media es de 30 y desviacion
estandar de 6.

a) Aproxime la probabilidad de que la vida total de las pilas sea mayor a 1700.

b) Suponga que se sabe que 20 de las pilas son del tipo A y 20 del tipo B. Ahora
aproxime la probabilidad de que la vida total de las pilas sea mayor a 1700.

(( ) EJ. 7.14) Se toma una muestra de tamano n para
determinar el porcentaje de personas que planean votar por un partido en la siguientes
elecciones. Sea X = 1 si la k-ésima persona de la muestra que planea votar por ese
cierto partido y X, = 0 de cualquier otra manera. Suponga que Xi,...,X, son
v.a.iid. tal que P(X; =1) = p, y P(X; =0) = 1 —p. Entonces u = py 0% = p(1 —p),
suponga también que p se acerca lo suficiente a 0.5 de tal forma que o = y/p(1 — p)
puede ser aproximada de manera correcta por o /&~ 1/2. La variable aleatoria S,,/n
denota la fraccién de las personas en la muestra que planean votar por ese partido y
puede usarse para estimar la verdadera probabilidad p. Utilice la aproximacion normal
para resolver:

_ a1 Sn
a) Suponga que n = 900. Encuentre la probabilidad de que |=» — p’ > .025

Sn _
b) Suponga que n = 900. Encuentre la c tal que P ( on — p‘ > c) =.01

¢) Encuentre n tal que P ( %" —p‘ > 0.025) = .01

(( ) Ej. 7.38) Una moneda justa se lanza hasta que caen
100 soles. Encuentre la probabilidad de que al menos 226 tiros sean necesarios.

(( ) Ej. 7.29) Considere {X,,} una sucesién de ensayos Bernoulli con pro-
babilidad de éxito p. Esto es, P(X; = 1) = py P(X; = 0) = 1 — p. Se define
la proporciéon empirica p, = %Z?Zl X;. Encuentre el menor entero para el cual
P(|pn, — p| <0.01) > 0.95. (Use la aproximacién normal.)

(( ) Ej. 7.49) Considere la proporcién empirica p,. Si p = 0.5, utilice la
desigualdad de Chebyshev para que determinar el minimo entero n para el cual P(0.4 <
Pn < 0.6) >0.9.

(( ) Ej. 7.50) Suponga que p = 0.2. Encuentre n tal que P(|p, — 0.2] >
0.01) < 0.05, usando la desigualdad de Chebyshev y compdrela con aquella obtenida
mediante el teorema central de limite.

(( ) Ej. 7.51) Encuentre n tal que P(|p, — p| > 0.01) < 0.05, usando la
desigualdad de Chebyshev y compérela con aquella obtenida mediante el teorema
central de limite. Compare el resultado con el problema anterior.

(( ) Ej. 7.52) Sea X1,..., X, una m. a. de X con f. d. p. dada por f(x) =
re” "1 (o) (). Usando la desigualdad de Chebyshev y el teorema central de limite
encuentre n tal que P(|X — u| < 0.10) > 0.95.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(( ) Ej. 7.1) Usando funciones caracteristicas muestre que la sucesién de
distribuciones binomiales con pardmetros n y p,, tal que np, — X\ mientras que
n — 00, converge en distribucién a la distribucion Poisson pardmetro A.

(( ) Ej. 7.6) Sea Xi,...,X,, una muestra aleatoria de una distribucién
uniforme en [0,a). Sea Y,, = min{Xy,..., X, }, y sea W,, = nY,,. Muestre que Y;, y
W, convergen en distribucion y encuentre las distribuciones limite.

(( ) Ej. 5.28) Sea {f,} una sucesién de f. m. p. definidas por f,(z) =
%]l{il/gn}(:v), paran = 1,2,.... Muestre que lim,_,~ fn(x) = %]1{0}(30), lo que signi-
fica que las f. m. p. f, no convergen a una f. m. p., pero que existe una f. p. a. I’ tal
que limg_,o0 By (z) = F(x).

(( ) Ej. 5.29) Sean Uy, Uy, ... v.a.i.i.d. uniformemente en [0, 1]. Sea U,y =
méx{Uy,...,Uy,}. Encuentre la f. p. a. de Uy). Sea ahora V,, = n(1—-Uj,)) y encuentre
la correspondiente distribucion limite.

(( ) Ej. 7.16) Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria de una distribucién

Cauchy. Muestre que X,, no tiene una distribucién asintética normal. Encuentre la
distribucién limite. (Considere la funcién caracteristica de la distribucién Cauchy(0,1)
dada por ¢(t) = e~ 1)

(( ) Ej. 3.3) Sean X;, Xy,... v.a.i.id. exponencialmente con pardmetro
tasa Ay sea X(,) = max{Xy,..., X, }. Muestre que X,y — In(n)/A RN V', donde
n—o0

V es una v. a. tal que para todo v se tiene que

P(V < v) = exp{—e '}

(( ) Ej. 3.4) Sean Y1,Ys,... v.a.iid. no negativas con f. p. a. F. Sea
W, = min{Yy,...,Y,}.

a) Suponga que F(y)/y — A. Muestre que nW,, = Y ~ Exp(}\).
T—

b) Suponga que F(y)/y® — A, para algun « >. Encuentre la distribucién limite
Tr—
de nt/owW,,.

Estimadores Puntuales

- (( ) Ex. 8.17) Suponga que X1, ..., X, es una m. a. de variables en distribui-

das en [0, 1], con la siguiente f. d. p.:

-1

fla;a) = 5 [2(1—2)]"

donde @ > 1 es el pardmetro a ser determinado de la muestra. (Note que la distribucién
es una Beta de pardmetros 61 = o« = 6.) Se tiene entonces que

E[X] = 1/2
1
42a+1)
a) {Cémo se podria utilizar el método de momentos para estimar el pardmetro o?

b) ;Cual serfa la ecuacién que satisface &, EMV?

c¢) Encuentre la varianza asintética del EMV.

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.47
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d) Encuentre un estadistico suficiente para .

2. Suponga Xi,...,X,, una m. a. de una poblacién modelada mediante la f. d. p. dada
por
f(x;0) = e @0 >0

a) Encuentre 6, EMM.
b) Encuentre 6, EMV.
¢) Encuentre un estadistico suficiente para 6.

3. Una compaiia ha manufacturado ciertos articulos y les ha imprimido su niimero de
serie. Los niimeros de serie comienzan en 1 y terminan en N, donde N es el niimero
de articulos manufacturados. Uno de estos articulos es elegido al azar y éste tiene el
nimero de serie 888. ;Cudl es el estimador de momentos? ;Cudl es la estimacién de
maxima verosimilitud?

4. Suponga que cierta componente electrénica tiene un tiempo de vida T descrito por
la distribucién exponencial con f. d. p. con un tiempo medio de vida 7. Cinco nuevas
componentes se ponen a prueba y la primera en fallar lo hace a los 100 dias. No se
registran mas observaciones.

a) {Cudl es la funcién de verosimilitud para 77.

b) ;Cudl es el EMV de 77

¢) ;Cudl es la distribucién muestral del EMV?

d) ;Cudl es el error estandar del estimador EMV?
Sugerencia: ;Cémo se distribuye T{;) = min{T;}?.

5. (( ) Ex. 8.26) En un esfuerzo para determinar el tamano de una poblacién
animal, 100 animales fueron capturados y marcados. Tiempo después otros 50 animales
fueron capturados de los cuales 20 de ellos ya estaban marcados. ;Cémo estimaria N,
el tamano de la poblacién? ;Qué supuestos sobre el proceso de captura/recaptura
debe considerar?

(Para la estimacién de N, el tamano de la poblacién, considere tanto el método de
momentos como el de maxima verosimilitud. Para éste tultimo note que el pardmetro
N es un entero positivo, luego analice el cociente L(N)/L(N — 1), N € Ny, para
determinar el méximo.)

6. La distribucién de Pareto es usada en actuaria para modelar la severidad de los
siniestros. A saber,

flx;xo,0) = O0x x_(GH), x>z 0>1
0

Suponga que xg > 0 y que X1,...,X, es una m. a. de tal distribucién.
a) Encuentre el estimador de momentos (EMM) de 6.
b) Encuentre el estimador de méxima verosimilitud (EMV) de 6.
¢) Encuentre la varianza asintética del EMV.
d) Encuentre un estadistico suficiente para 6.

7. Considere el siguiente método para estimar A de una distribucién de Poisson.

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.47
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Observe que pg = P(X =0) = e~*. Luego, denotando por Y, el ntimero de ceros en
una muestra aleatoria de tamano n, A podria estimarse mediante

- Y,
A= —log ()
n

Use el método de propagacion del error (método delta) para obtener aproximaciones
a la varianza y sesgo del estimador. Compare la varianza de A con la varianza del
estimador \ EMV, calculando la eficiencia relativa para varios valores de A. Note que
Y, ~ Bin(n, po).

8. Considere la distribucion doble exponencial o Laplaciana con parametro 6. Su f. d. p.
esta dada por

1
fx:0) = 56_‘90_9' , -0 < T <00

Para una m. a. de tamafnio n = 2m + 1, muestre que el EMV de 8 es la mediana de la

muestra, X =0 = X(m41), €l (m + 1)-ésimo estadistico de orden.
9. Sea Xj,...,X,, una m. a. de una distribucién uniforme en [0, 6].
a) Encuentre é, el EMM de 0, su media y su varianza.
b) Encuentre 6§, el EMV de 6.
¢) Encuentre la f. d. p. de 6. Calcule su media y varianza.
d) Compare las varianzas, sesgo y ECM de los estimadores EMM y EMV.

10. Considere el problema de estimacién de la varianza de una distribucién normal con
media desconocida a partir de una m. a. Xy,..., X,.

a) ;Cuél de los siguientes estimadores es insesgado?

1

2
ST =
n—1

n X;— X)? 6% =
2 (Xi=X)
1=1

i=1

b) ;Cuadl de los estimadores tiene el menor error cuadratico medio (ECM)?

¢) (Para qué valor de p, el estimador p > 1 | (X; — X)? tiene un ECM minimo?

11. Sea Xi,...,X, una m. a. de una poblacién X distribuida exponencialmente con
E[X] =T.
a) Encuentre 7, el EMV de 7.

)
b) ;Cuadl es la distribucién exacta de 77
)

Use el TCL para encontrar una aproximacién normal a la distribucién muestral
de 7.

d) Muestre que 7 es insesgado y encuentre su varianza exacta.
e) ;Hay algin otro estimador insesgado con menor varianza?

12. Sea X = (Xq,...,X,) una m. a. de una poblacién Poisson con media A, y sea T,, =
Z?:l Xi.

a) Muestre que la distribucién conjunta de X dado T, es independiente de A, y por
lo tanto T}, es un estadistico suficiente para .

b) Muestre que X; no es un estadistico suficiente.
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13

14.

15.

16.

17.

18.

19.

c¢) Utilice el teorema de factorizacién para mostrar que T, es un estadistico sufi-
ciente. Identifique las funciones g y h.

. Utilice el teorema de factorizacion para encontrar un estadistico suficiente de la dis-
tribucién exponencial.

Sea X = (Xi,...,X,) una m. a. de una poblacién con f. d. p.
0
f(x;G):W, 0<f<oo 0<z<o0

Encuentre un estadistico suficiente para 6.

Muestre que [ | Xi, y >y Xi, son estadisticos suficientes conjuntos para la distri-
bucién gamma.

Encuentre un estadistico suficiente para la densidad Rayleigh con parametro 6,
a 2 92
fa) = e >0

Muestre que las distribuciones Poisson, geométrica y binomial negativa son miembros
de la familia exponencial de un parametro.

Muestre que las distribuciones N(u, 0?) y Ga(a, ) son miembros de la familia expo-
nencial de 2 pardmetros y encuentre correspondientes estadisticos suficientes.

Considere X,, = (X1,...,X,), una m. a. de X ~ N)#,0%), § € © = R*. Muestre
que f(x;6) es miembro de la familia exponencial de dos pardmetros a pesar de que el
espacio parametral © es unidimensional.

Estimacion por Intervalos

. Considere X y Y poblaciones independientes y sean X,,, = (Xi,...,Xp,) una mues-
tra aleatoria de X ~ N(u1,02) y Y, = (Y1,...,Y,,) una muestra aleatoria de
Y ~ N(pg2,02) con las o; desconocidas. Suponga que o3 = ko, con k > 0 conoci-
da. Construya un intervalo del 100(1 — o) % de confianza para la diferencia de medias

0 = p1 — po.

(( ), Ex. 6.21) Sean X1, Xo,...,X,, X;,+1 una muestra aleatoria
de tamafio n + 1,n > 1, de una distribucién N(u,0?). Sea X = Y ' X;/n y S% =
>-1(X; — X)?/n. Encuentre la constante ¢ tal que el estadistico ¢ (X — X,11) /S
tenga una distribucion ¢-Student.

Si n = 8, determine k tal que P ()_( — kS < Xg< X + kS) = 0.80. Al intervalo ob-
servado (Z — ks, T + ks) se le llama un intervalo de prediccién del 80 por ciento para
Xy.

(( ), Ex. 6.25) Sea X la media de una muestra aleatoria de tamafo
25 de una distribucién Gamma con o =4 y 8 > 0. Use el teorema central del limite
para encontrar un intervalo de confianza aproximado de 0.954 para u (la media de la
distribucién Gamma). Sugerencia: Construya su intervalo de confianza a partir de la
variable aleatoria _ _

X -4  5X

VAR 28 0

Discuta el problema de encontrar un intervalo de confianza para p; — ps, que repre-

sentan las medias de dos distribuciones normales independientes, con varianzas 0’% y

03 conocidas aunque no necesariamente iguales.
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10.

7.

Discuta el ejercicio anterior cuando asumimos que las varianzas son desconocidas, pero
no son iguales. Este problema es realmente complejo y la discusién debe ir orientada
a explicar dénde radica la dificultad del ejercicio (Problema de Behrens-Fisher). Por
otra parte, si las varianzas son desconocidas, pero O'% / O'% es una constante k conocida,
entonces una estadistica que sea una variable aleatoria distribuida ¢-Student puede
ser usada. jPor qué?

(( ), Ex. 6.33) Sea X1, X»,..., X, una muestra aleatoria de una
distribucién N(u,0?). Sean 0 < a < b. Muestre que la esperanza matemética de la
longitud del intervalo aleatorio

n

X, — )2 = (X;—pu)2
Z( bM)72( aM)

1 1

es no?(b— a)/ab.

(( ), Ex. 6.35) Sea S? la varianza de una muestra aleatoria de
tamafio n tomada de una distribucién N(p,0?), con u y o2 desconocidas. Sea g(z)
la f. d. p. de Z = nS?/0?, cuya distribucién es x%(n — 1). Sean a y b tales que el
intervalo observado (n32 /b,ns?/ a) es un intervalo de confianza de 95 % para 2. Si su
longitud ns?(b — a)/ab queremos que sea minimo, muestre que a y b deben satisfacer
la condicién de a%g(a) = b%g(b). [Sugerencia: Si G(z) es la funcién de distribucién de
Z, entonces derive G(b) — G(a) = 0.95y (b — a)/ab con respecto a b y por la primer
ecuacién, a debe ser funcién de b. Posteriormente iguale la derivada a cero. Vea Mood
et al. (1974) Capitulo VIII, seccién 3.2]

(( ) 8.60) Sea X1, Xo,...,X, una muestra i.i.d. de una distribucién expo-
nencial con f. d. p.:

1
flz;r) ==, 0<z<o0
T
a) Encuentre el EMV de 7.
b) ;Cual es la distribucién muestral de dicho EMV?

c¢) Use el teorema central del limite para encontrar una aproximacién normal a esa
distribuciéon muestral.

) Muestre que el EMV es insesgado y encuentre su varianza explicitamente.
e) (Existe algin otro estimador insesgado con una varianza menor?

) Encuentre la forma de un intervalo de confianza aproximado para .
g) Encuentre la forma de un intervalo de confianza exacto para 7.

Sean X1,...,X,, una m. a. de X ~ N(,ux,agd independiente de Y7 ...,Y,,, m. a. de
Y ~ N(py, a%). Construya un intervalo de confianza para el parametro 6 = 032/ / 0'%( y
para el pardmetro 7 = /0.

Sean X ~ Bin(ny,p1) y X2 ~ Bin(ng, p2) independientes. Construya un intervalo de
aproximadamente 100(1 — «) % de confianza para 6 = pa — p; suponiendo n; y ng
conocidas.

Pruebas de Hipodtesis

Problemas seleccionados de ( )5 ( )s

(

).

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.47



Ejercicios y respuestas 14

10.

. Sea X ~ f(z:0) = %e*"”/g]l(oyoo) (x). Considere la hipdtesis nula Hy : 0 = 0y = 2 y

la hipétesis alternativa Hy : 8 = 07 = 4. Sea X1, X2 una m. a. de tamano 2 de esta
distribuciéon. Muestre que la mejor prueba de Hy contra H; se puede llevar a cabo
mediante el estadistico X7 + Xao. Muestre que la significancia de la prueba basada en
la regién critica R, = {X1 + X2 > 9.5} es de a = 0.05.

Repita el problema anterior para H; : § = 61 = 6. Generalize el resultado para todo
Hi:0=10; > 2.

Sea Xj...,X, una m. a. de una distribucién con f. d. p. f(x;0) = 5.%5_11(0’1)(.%).
Muestre que una mejor regién critica para probar Hg : § = 1 vs. Hy : § = 2 es
R={(z1,...,2n) e <[}, xi}.

Sea Xi,...,X10 m. a. de N(u,0?). Encuentre la mejor prueba para contrastar la
hipétesis nula simple Hy : = 0, 0? = 1, contra la hipétesis alternativa Hy : u =
1, 02 =4.

Sea X = (Xi,...,X,) m. a. de N(u, 100). Muestre que R = {(X1,...,X,) : ¢ < X}
es una mejor regién critica para probar Hg : 4 = 75 vs. Hy : p = 78. Encuentre n y ¢
tal que P(X € R|Hy) = 0.05 y P(X € R|H,) =~ 0.90.

Sea Xi,...,X,, m.a. de una poblacién con f. d. p. dada por f(z;p) = p*(1 —
p)1*x1{071}(x). Muestre que la regién critica para probar Hy : p = 1/2 vs. Hy : p = 1/3.
Utilice el teorema central del limite para encontrar n y ¢ de manera que aproximada-
mente se tenga que P(} X; < ¢|Hp) =0.10 y P(>_ X; < ¢|H;) = 0.80.

Sea X ~ Unif(0,0), 8 > 0. Sean Y7 < Y5 < Y3 < Y} los estadisticos de orden de una
m. a. de tamano 4 de X. Sea y4 la observacién de Yj. Se rechaza Hy : § = 1 en favor
de Hy : 0 # 1 si yg < 1/2, o bien, y4 > 1. Encuentre la potencia de la prueba K(6),
para 0 < 6.

Considere dos distribuciones independientes N(u1,400) y N(uz,225). Sea 6 = py — uo.
Sea T y y las medias observadas de dos m. a.’s independientes, ambas de tamano n, de
estas dos distribuciones respectivamente. Se rechaza Hy : § = 0 en favor de Hy : 6 > 0
siy solo si Z — gy > c¢. Si K(0) es la potencia de la prueba. Encuentre n y ¢ de manera
que K(0) =0.05 y K(10) = 0.90 aproximadamente.

Sea X ~ N(u,02). Se desea probar Hyg : = 0, 0> > 0 vs. Hy : p # 0, o2 > 0.
Considere la razén de verosimilitud generalizada. Si n = 10 y los valores experimen-
tales llevan a que £ = 0.6 y Zio(mi — Z) = 3.6. (Rechazaria o no Hp a un nivel de
significancia de 5 %?

Sean X1,..., X, vy Y1,...,Y, m. a’s de distribuciones independientes N(ux,o%) y
N(uy,0%), respectivamente.

a) Muestre que la razén de verosimilitud para probar Hy : pux = My,ag( = 0}2/

contra todas las alternativas estda dado por

n n/2 m m/2
> (zi—12)*/n > (i —9)?/m
1 1
v (ntm)/2
1 n m
e Z(azz —u)2+2(yi —u)?
1 1

donde u = (nz + my)/(n + m).
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b) Muestre que la prueba de razén de verosimilitud para contrastar Hy : a§< = 032,

contra Hy : 0% # 0% sin especificar 1x y 1y se puede basar en el estadistico

n

(X=X /(n—1)

1
F=—
Y (Yi=Y)*/(m—1)
1
11. Considere n ensayos independientes tales que X1, ..., X} son el nimero de veces que
el experimento terminé en las clases mutuamente exclusivas y exhaustivas Ay,..., Ag

respectivamente. Si p; = P(A;) es constante a través de los n ensayos, entonces la
probabilidad de una secuencia particular L = p{* - -- pi’“.

a) Recordando que p; + -+ + pr = 1, muestre que la razén de verosimilitud para
probar que Hy : p; = pjo > 0,7 =1,...,k contra todas las alternativas estd dada

por:
k np: z;
A= UUN

I7(")

b) Muestre que

donde p] esta entre p;o y z;/n. (Sugerencia: Expanda el In p;o en Series de Taylor
con el término remanente involucrando (p;o — ;/n)?.

¢) Para n grande, argumente que x;/(np;)? es aproximado por 1/(np;) y por lo
tanto

12. Sea X wuna observacién que viene de la f. d. p. f(z;0) = (202 + 1 — 0)1 (g 1)(v), con
-1<6<1.

a) Encuentre la prueba mds potente de tamano « para probar Hy : 6 = 0, vs.
H; : 0 = 1. (Su prueba debe quedar en términos de a.)

b) Para probar Hy : <0 vs. Hj : 6 > 0, se usé el siguiente criterio: Rechace Hy si
X > 1/2. Determine la significancia y la potencia de la prueba.

¢) ¢(Hay alguna prueba uniformemente més potente para Hy : 6 < 0 vs. Hy : 0 > 07
Si es asi, jcudl es ésta?

d) Cudl es la prueba de razén de verosimilitud generalizada para probar Hy : 0 =
0wvs. Hy:0#£07

e) Entre todas la posibles pruebas de razén de verosimilitud simples para probar
Hy:0=0ws. Hy: 8 =17, encuentre aquella que minimiza « + 3, donde a y 3
son los errores de tipo I y II respectivamente.

13. Sea X1i,..., X, una m. a. de una distribucién Poisson con f. d. p.
Nee™A
flxsA) = = 1101,..3(2)
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14.

15.

16.

17.

18.

a) Encuentre la prueba uniformemente méas potente para probar Hy : A = Ao vs. Hy :
A > g, y bosqueje la funcién potencia de la prueba para Ag = 1y n = 25. Utilice
el teorema central del limite y considere o« = 0.05

b) Pruebe Hyp : A = A\g vs. Hy : A # X\g. Encuentre la forma de la regién critica
después de usar el principio de razén de verosimilitud. (Recuerde, la regién debe
quedar en términos del estadistico ) X;.)

¢) Una prueba razonable para Hy : A = Xg ws. Hy : A # Ao debe ser la si-
guiente: Rechace Hy si |X — \g| > k. Para a = 0.05, encuentre k tal que
P(RechazarHg|Hp) = 0.05. (Suponga n suficientemente grande de manera que
el teorema central de limite se puede utilizar para aproximar el valor de k.)

Sea Xi,..., X, m. a. de una distribucién uniforme sobre (6,6 + 1). Para probar Hj :
6 =0 vs. Hy : 6 > 0 se us6 la siguiente prueba: Rechace Hy si y solo si X(1) > k o
X(n) = 1y donde k es una constante.
a) Determine k de manera que la prueba sea de tamano .
b) Encuentre la potencia de la prueba que encontré el inciso anterior.
)

Confirme o contradiga lo siguiente: si se elige k£ de manera de que la prueba tenga
significancia «, entonces la prueba misma es UMP de tamaifio «.

C

Suponga que Xj...,X, es una m. a. de la densidad f(z;60), para la cual, T es un
estadistico suficiente para el parametro . Muestre que la razon de verosimilitud para
la prueba de Hg : 8 = 0y vs. Hy : 8 = 61, es funcion del estadistico 7. Explique cémo,
si la distribucién de T bajo Hg es conocida, la regién de rechazo se puede elegir de
manera que la prueba sea de tamano .

Sea X ~ N(0,0?), y considere la hipétesis Hy : 0 = 0¢ vs. Hy : 0 = 01. Ambos ¢’s son
fijos.

a) {Cudl es la razén de verosimilitud como funcién de z? ;Qué valores favorecen
Hp? ;Cuadl es la regién de rechazo para un tamano de la prueba a?

b) Si Xi,...,X, es una m. a. de la distribucién anterior. Repita el ejercicio del
inciso anterior.

¢) (Es la prueba del inciso anterior UMP para probar Hy : 0 = 0y vs. H; : 0 > 0y.

Sea Xi,...,X, m. a. de una distribucién doble exponencial con f. d. p. dada por:
flx;\) = %Ae"\‘x'. Derive la prueba de razén de verosimilitud para contrastar Hy :
A= X v.a. Hi : A= XAq, donde A1 > Ag, valores especificados. jEs la prueba UMP
en contra de la hipétesis alternativa Hy : A > A\g?

Considere dos funciones de densidad sobre [0,1]: fo(z) = 1y fi(x) = 2z. Dentro de
todas la pruebas de significancia « de la hipétesis nula Hg : X ~ fy vs. H; : X ~ f1,
;qué tan grande puede ser la potencia?
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Respuestas

1. Introduccién

1:1. —

2. Suma de Variables Aleatorias y Método Delta

2:1. —
2:2. —
2:3. —
2:4. —
2:5. —
2:6. —
2:7. —
2:8. —
2:9. —
2:10. —
2:11. —
2:12. —
2:13. —
2:14. —

2

o2 o
2:15.  a) E[Y]~ \/ux <1 - 8;%() y var(Y) ~ 72

0'2 (72
b) E[Y] ~logux — 2;%{ y var(Y) ~ ﬁ

2
¢) EY] ~sin™! pux + LX% y var(Y) ~ X,

2(1-k%)

2:16. a) pux =2y ok =&

E[X] ~ 0.67 y var(X) ~ 0.0417

b) py = 1.2189 y o = 0.0142
E[Y] ~ 1.2191 y var(Y) ~ 0.0139

c) —

2:17. B[Y] ~ VX — ﬁ y var(Y) ~

: o tan-L Y0 okt
2:18. E[@} tan P +oxy (ngrxg)Q
(Y3 +a3)—20xy yowo
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3. Distribuciones Muestrales

31. a) E[X =Y] = — p2

b) Var(X —Y) =2 + fracoon

c) n>18
3:2. 0.0038
3:3. a) E[Z7]
b) —
c) —
3:4. —
3:5. —
3:6. —
3:7. —
3:8. —
3:9. —

3:10. E[S?] = o2, Var(5?) = 22,

3:11. a) b=2421

3:12. «a

3:13. «a

3:14. «a

3:15. a F(1,9)

3:16. a

4
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4.

4:1.

4:2

4:3.
4:4.

4:5.

4:6.

4:7

4:8.

4:9.
4:10.
4:11.
4:12.
4:13.
4:14.
4:15.
4:16.
4:17.
4:18.
4:19.

5.

5:1.
9:2.
9:3.
5:4.

5:5.

Teoremas Limite
a) 22
b) 0.8682

. 0.3085

n > 66348
a) 0.016
b) 0.252
a) 0.3068
b) 0.0831
a) IP(

b) c=0.043
¢) n = 2654
. 0.033

Sn _
Su —p‘ > 0.25) — 0.1336

n = 38416pq

n = 250

Chebyshev: n = 32000 y TCL: n = 6146
Chebyshev: n = 200000pq y TCL: n = 38416pq
Chebyshev: n = 4000 y TCL: n = 768

Estimadores Puntuales
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b) ﬁ v
¢) var(p) = pQ(;p)
5:7. —
58. a) 0= /542
b) &= 3 Xl
¢) var(¢) = Lto?
d) 321Xl
59. a) f=p1yd=+/m2—m?
; - 1
b) fi=3 (X(n)+X(1)> YO =3/

5:10. a) & = 752

1
2
b) 27}‘1—‘(2(0?;)) - 27;1205)&) + Z?:l log (Xi(l - Xz)) =0

d) Yo log (Xi(1 — X))
511. a) =X—-1
C) X(l)
5:12. N = 1775y N = 888
5:13.  a) %675720
b) 7 =500
c) 7~ Exp()
d) T
5:14. —
. g X
5:15.  a) 0= g2
b) 0= s T Toatwo)

¢) var(d) = %

d) > log(X;)

5:16. —
5:17. —
5:18. a) §=2X,E[f] =0 y var(d) = -
b) 0= X,
n., n— %) n N nh2
¢) fo(u) = gru 111[0,0]7 Elf] = afy var(6) = m
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d) —

5:19. —

5:20. a) 7=X
b) 7 ~ Gal(n, %)
¢) 7~ N(r,7)
d) var(7) = #
e) 7 es UMVUE

5:21. —

5:22. Y| X,

5:23. Y7 (14 X,)

5:24. —

5:25. Y X2

5:26. —

9:27. —

9:28. —

6. Estimacién por intervalos
6:1. (X =¥ 12, nyng-2)Spy/ + £) con S, =
6:2. ¢ = \/% k = 1.5008
6:3. (3X,2X)

6:4. —
6:5. —
6:6. —
6:7. —
6:8. a) T=X
b) 7~ Ga(n, L)
¢) 7~ N(r,T)
d) Var(?) = -L;
e) 7 es UMVUE
N (72 725)
) (2 2
6:9. (F(%; m—1, nfl)%vF(lf%; m—1, n—l)%)
6:10. —

1

k2 (n171)5%+(n271)sg

ni+ng—2

k2
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7.

Contraste de Hipodtesis

71, —

7:2.

Ra = {X1 + X3 > A} es la regién de rechazo para la PUMP.

7:3. —

7:4.
7:5.
7:6.

7.

7:8.
7:9.
7:10.
7:11.
7:12.

7:13.

7:14.

7:15.
7:16.

R={XeR"3Y X?+2Y X; > ¢}
n=94.74y c=76.68
n=238.64dyc=15.34

1 sif<1/2,
K@)=< g sil/2<60<1,
1— o sif>1

n=53.29yc=>5616

No se rechaza la hipétesis nula.

a) La mejor prueba es aquella basada en R, = {X > 1 — a}

b) a=1/2, K@) =4+

¢) La PUMP se basa en la region R, = {X > 1 — a}

Q) R={X—1>c)

e) R={X>1/2}

a) La PUMP se basa en el regién R = {3 X; > ¢} y K(\) = 1 — (33:22252)
)
)

5vVA
b) R = {Z Xl(ln(n)\o) — IH(Z Xl) + 1) < C}
c kzl.gf/\a/%
a) k=1-an
) a+1-(1-0)" si0<0<1,
b)K(G)_{l sif>1,

Ro={> X? > (ag)x%l_a, )} ¥ la prueba es UMP.

7:17. R = {>_|Xi| < ¢} y la prueba es UMP.

7:18. Fijando « la potencia méxima estd dada por K(f) = 2a — «

2
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