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Prefacio

Las condiciones en que continuamos este afio 2021 ha motivado el trabajo. La imposibi-
lidad de compartir mis notas personales por su desorden me llevé a hacer manuscritos con
la mayoria del material del temario de Célculo de Probabilidades I. En paralelo, comencé
a pasar las notas a una presentacién més formal usando IXTEX. La mayoria de las graficas
estan hechas con R y algunos de los dibujos con IXTEX mismo o Mayura. Este documento
es el resultado.

Estas apuntes son precisamente eso, unos apuntes o notas para apoyar el curso Estadisti-
ca Matematica que ofrezco anualmente en ITAM.
Las notas de apoyo para el curso de Calculo de Probabilidades I y II las encuentra en

(2024a) y ( )-

Durante el curso es mi responsabilidad motivar y ligar los distintos temas y en este
sentido las notas son de apoyo al desarrollo tedrico y técnico de los mismos. No se pretende
que los temas sean autocontenidos ni son una versién muy preliminar de algo mas elaborado
y formal. No es material para ser referenciado.

Cualquier error que identifique, comentario y/o sugerencia seran bienvenido. Dirfjalo a Er-
nesto Barrios <ebarrios at itam.mx>.

Ciudad de México, 28 de julio de 2022

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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1. Introduccion

;. Qué es la estadistica?’

Esta pregunta se planted en fecha tan temprana como 1898 —refiriéndose a la
Royal Statistical Society— y desde entonces se ha vuelto a plantear muchas veces.
La persistencia de la pregunta y la variedad de respuestas que se le han dado a
lo largo de los anos son por si mismas un fenémeno notable. Tomadas en conjun-
to, indican que la persistente perplejidad se debe a que la estadistica no es una
materia Unica. La estadistica ha cambiado radicalmente desde sus primeros dias
hasta la actualidad, yendo de ser una profesion que reivindicaba una objetividad
tan extrema que los estadisticos sélo reunirian datos —sin analizarlos—, hasta ser
una profesion que busca asociarles con los cientificos en todas las etapas de la
investigacién, desde la planeacion hasta el andlisis. Igualmente, la estadistica
presenta diferentes rostros de las diferentes ciencias: en algunas aplicaciones,
aceptamos los modelos cientificos como si provinieran de la teoria matemati-
ca; en otras, construimos un modelo que pueda adquirir luego un estatus tan
sélido como cualquier construccion newtoniana. En algunas situaciones somos
planificadores activos y analistas pasivos; en otras, somos lo opuesto. Con tantas
caras, y con las consiguientes dificultades para mantener el equilibrio y evitar
tropiezos, no debe sorprender que la pregunta sobre qué es la estadistica haya
surgido una y otra vez, siempre que se enfrenta un nuevo reto, sean ls estadisti-
cas econdmicas de la década de 1830, sean las cuestiones bioldgicas de la de los
1930 o las preguntas imprecisamente planteadas sobre big data en los tiempos
que corren.

Dada la gran variedad de preguntas, aproximaciones e interpretaciones estadisti-
cas, jacaso no existe un nticleo duro de la ciencia de la estadistica? Si nos de-
dicamos de manera central a trabajar en tantas ciencias diferentes, desde el
estudio de ls politicas publicas hasta la validacién del descubrimiento del bosén
de Higgs, y si a veces se nos considera como un simple personal técnico, jreal-
mente podemos asumirnos, en un sentido razonable, como practicantes de una
disciplina unificada, incluso una ciencia por mérito propio? ... Intentaré formu-
lar siete principios, siete pilares que en el pasado han sostenido nuestra disciplina
de diferentes maneras y que prometen hacerlo también en el futuro. Cada uno
de ellos fue revolucionario cuando se presentd, y que cada uno se mantiene como
un avance conceptual importante y profundo.

I. Agregacion. El valor de la reduccién dirigida o la compresién de los datos.

II. Medicién de la Informacion. El decreciente valor de un creciente niimero
de datos.

1I. Verosimilitud. Cémo poner una varita de medir probabilistica a lo que
hacemos.

1v. Intercomparaciéon. Cémo usar la variacién interna en los datos para ayudar
en el punto anterior.

V. Regresion. Hacer preguntas desde distintas perspectivas puede conducir a
respuestas reveladoramente diferentes.

VvI. Diseno. El papel esencial de la planeacién de las observaciones.

VvII. Residuos. Cémo todas esas ideas pueden usarse para explorar y comparar
explicaciones rivales en la ciencia.

LCita tomada de ( ), ( )

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34



Apuntes para Estadistica Matematica 5

Estadistica descriptiva

yyyyy

Resumen

Descripcién -

Histograma de la variable valor
(12 clases intervalos de clase)

Universo o Poblacion

Figura 1: Estadistica descriptiva

En el libro de Chihara and Hesterberg (2019) se senala la liga https://www.bts.gov/
topics/airlines-and-airports/quick-links-popular-air-carrier-statistics don-
de encontrard estadisticas (informacién). ;Cémo describir de manera eficiente la informacién
incluida en ese sitio? ;Graficas, tablas, dashboards? Su respuesta es tema de investigacién
y desarrollo de la estadistica descriptiva o el analisis exploratorio de datos. Vea por
ejemplo Tukey (2020).

1.1. Deduccion e Inferencia

General

Induccion

Deduccion (inferencia)

Particular

Figura 2: Deduccién—Induccion.

Construccién del conocimiento (entre otras).

= Deduccién. Pasar de lo general a lo particular. por ejemplo, la deduccién logica
matematica.

Ejemplo : A partir de principios (axiomas) concluir para casos particulares. Si
(©,S,P) es un espacio de probabilidad y A € S, con P(A) > 0, se puede construir la

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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medida P4 definida por

P(AN B)

W, para todoB € S

Pa(B) =

que es una medida de probabilidad.

= Inferencia. Pasar de lo particular a lo general. A partir de una muestra se pretende

“aprender” sobre la poblacién.

Hay varias aproximaciones a la inferencia. En este curso nos interesa la inferencia
estadistica, y dentro de ésta hay dos enfoques principales: la inferencia frecuentista
v la inferencia bayesiana. En este curso trabajaremos principalmente la inferencia
frecuentista y muy brevemente se mencionaran algunos puntos de la inferencia

bayesiana.

Inferencia
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Figura 3: Inferencia estadistica

Principios de la inferencia estadistica’

La mayoria del trabajo estadistico tiene que ver con proveer e implementar
métodos para el estudio del diseno, el andlisis y la interpretaciéon de los datos.
La teoria estadistica en principio tiene que ver con los conceptos generales basa-
dos en todos los aspectos de tal trabajo, y desde esta perspectiva la teoria formal
de la inferencia estadistica no es mas que una parte de esa teoria completa. De
hecho, desde el punto de vista de las aplicaciones individuales, podria parecer
una parte muy pequena. Es probable que la preocupacién sea més concentrada
en ver si los modelos han sido formulados razonablemente para atender las pre-
guntas mas fructiferas o bien, si los datos estdn sujetos a errores no apreciados
o contaminados y especialmente especifico de la materia, en las interpretaciones

del andlisis y su relacién con otros conocimientos en el area.

Y atn asi la teoria formal es importante por varias razones. Sin una estructura
sistematica los métodos estadisticos para el andlisis de los datos se convierte
en una coleccién de trucos que son dificiles de asimilar e interrelacionar entre
ellos. El desarrollo de nuevos métodos apropiados para los nuevos problemas se

2Cox (2006)

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA
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convertiria en cosa de ingenio ad hoc. Por supuesto, dicho ingenio no debe ser
subestimado y de hecho, uno de los papeles de la teoria es asimilar, generalizar
y quizds modificar y mejorar los frutos de ese ingenio.

Mucho de la teoria tiene que ver con indicar la incertidumbre involucrada en
las conclusiones del analisis estadistico y la valoracién los méritos relativos a los
diferentes métodos de analisis, lo que es importante atin en un nivel de meras
aplicaciones para tener una comprension de las fortalezas y limitaciones de tales
discusiones. Esto tiene que ver con temas un poco mas filoséficos relacionados
con la naturaleza de la probabilidad. Una razén final, y muy buena, porque el
estudio de la teoria es en si interesante.

Inferencia estadistica

\ .'I -
. /" incertidumbre ——+ modelo
’

poblacion

Figura 4: Modelacién estadistica. El modelo es representado por la variable aleatoria X y
sus leyes de probabilidades.

Ejemplo : Considere una moneda y se pregunta por las posibilidades de que en un lanza-
miento caiga dguila.

1 Aguila

0 sol

Supone que P(X = 1) = py que P(X = 0) = ¢ = 1 — p. Entonces, se estd asociando
X ~ Ber(p) ;Qué se puede decir del valor de p? Para responderlo de manera objetiva
podemos lanzar varias veces la moneda y suponer que cada lanzamiento es independiente
de los otros en el sentido de que el resultado de un lanzamiento no influye ni se ve afectado
por la salida de los otros. Luego, si ademas suponemos que la probabilidad no cambia
entre lanzamientos. El procedimiento lo podriamos modelar como una sucesién de ensayos
Bernoulli, { X;}, donde X; = representa la salida del i-ésimo lanzamiento, entonces, se puede
pensar a {X;} como una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d.).

Si se considera lanzar n veces la moneda, X1,..., X, son v.a.i.i.d. y en este caso repre-
senta una muestra aleatoria (m. a.) de tamano n.

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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Si (2,8, P) representa un espacio de probabilidad (EP) donde esté definida la variable
aleatoria X,

X:0—R
wr— X(w) ==

X (w) = x se conoce com una realizacién de la v. a. X. En este caso, si X,, = (X1,...,X,)
representa una m. a. de tamaiio n de la poblacién X, paraw € Q, X, (w) = (X1(w), ..., Xn(w)) =
(1,...,2p), representa lo que se dice como la muestra observada.

En este ejemplo de la moneda, si el interés es “decir algo” sobre p, es posible colectar
la informacién que se obtiene del lanzamiento n veces, X, y por ejemplo resumirla con
el ndmero total de dguilas, S, = Y ;" ; X; es el nimero de 4guilas en n lanzamientos.
Note que 5, es a su vez una variable aleatoria que depende de las n salidas individuales.
Sy depende exclusivamente de la muestra X,. S, se dice que es un estadistico(a) y
Sp = Sp(w) = >0 Xi(w) = Y1, x4, se dice el estadistico observado.

Definicién : Se dice que S = S(X) es un estadistico si es funcién de la muestra (X,,) y
que no depende de parametros desconocidos.

Ejemplo : Dada la muestra X, = (Xi,...,X,), el promedio X = %Z?:l X;, X =
mediana{X1,...,Xp} y el rango R = max{X;} — min{X;}, son ejemplos de estadisticos.
Por otro lado, Y 1" ; (X;— )2 no es un estadistico pues depende del pardmetro p desconocido.

Si supone que X, es una muestra aleatoria de X; ~ Ber(p), entonces S, = > 1 | X; ~
Bin(n,p). La distribucién del estadistico S,, se dice la distribucién muestral de S, en
este caso Bin(n, p).

Recordar, si X; ~ Ber(p), entonces E[X;] = p y var(X;) = p(1—p). Sea X,, = L 3" | X;,
entonces E[X,,] = p y var(X,,) = p(1 — p)/n, por lo que serfa razonable aprozimar el
verdadero (pero desconocido) valor de p por el observado Z, = Xp(w) = 13" 2. X, es
un estadistico pues es funciéon de la muestra y ademas es un estimador de p y T, es una
estimacion de p.

Note que siendo que var(X,) = p(1 — p)/n, a mayor tamafio de muestra n, menor la
dispersion (varianza) del estimador. De hecho, se tiene que por la ley de los grandes nimeros

(LGN), X, L p, cuando n — co. Luego, el promedio (media muestral) X,,, es un excelente
estimador del pardmetro (media poblacional) p.

Ejemplo : Considere la poblacién de estudiantes y mas en particular en el peso W de los
estudiantes varones. 2 denota la poblacién de estudiantes y W (w) el peso en kilogramos
del estudiante w € €. Se supone que W ~ N(u,0?), es el modelo a utilizar y sea § = (u, )
el vector de pardmetros de la distribucién normal y § € R x Rt = O es el espacio de
parametros o parametral.

Suponga que por experiencia se puede suponer que o = 5 kg. y se desea estimar la
media de la poblacién (el parametro) p. Para esto, se toma una m. a. de tamano n, W,, =
(Wi,...,W,) de W ~ N(0). Sean

Sn = Z Wz y Wn = %Sn
i=1

Entonces, E[W,] = u y var(W,,) = 02/n. Luego, seria razonable estimar el pardmetro

mediante W,,. Como en el ejemplo anterior, note que por LGN se tiene que W, Lt 73
cuando n — o0.

Por otro lado, siendo la distribucién normal simétrica alrededor de la media, p también
localiza a la mediana de la distribucién, por lo que un estimador alternativo del parametros

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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serfa el estadistico mediana, W,, = mediana{W1, ..., W,} y w, = mediana{wy,...,w,}
una estimacion de p.

Note que si la muestra seleccionada incluyese un valor atipico (outlier), digamos, w},
mas alto que p + 50, esto se reflejaria en un mayor valor de w,, sobrestimando el valor del
parametro p. Por otro lado, la mediana muestral W, no se veria afectada por w;. Que un
estimador sea “poco sensible” se dice que es robusto. En este ejemplo, W es un estimador
de p robusto a valores atipicos.

Un problema es que a diferencia de W, no conocemos la distribucién muestral de W.
No conocemos su media ni su varianza. Luego, no se puede decir nada sobre su “punteria”
(media) ni de su “precisién” (varianza). Sin embargo, podriamos ganar cierta idea por medio
de ejercicios de simulacién y bootstrap (inferencia por computadora).

Los ejemplos anteriores presentan el problema de estimacién de parametros, lo que
da lugar a:

= distribuciones muestrales; métodos de estimacion; propiedades de los estimadores;
comparacién de estimadores; estimacién puntual; estimacién por intervalos.

Ejemplo : ;Quienes sacan mejor calificacién en los cursos de Calculo de Probabilidades,
ellas o ellos?

Para abordar el problema se considera el siguiente modelo: Sean X y Y variables alea-
torias independientes que representan las calificaciones de las mujeres y de los hombres
respectivamente y sean ux y py las medias de las correspondientes distribuciones. Luego
la pregunta se pudiera plantear con las siguientes hipdtesis

Ho:px = py vs. Hi:px > py

En palabras: la hipdtesis nula Hy supone que no hay diferencia entre ellas y ellos, mientras
que la hipotesis alternativa Hy supone que ellas obtienen calificaciones mas altas que ellos.

Ahora bien, para intentar responder la pregunta de manera objetiva se tomarian mues-
tras aleatorias de ambas poblaciones, X y Y, y por ejemplo, se compararian los promedios
D = X — Y. ;La diferencia es importante? ;Qué tanto? Note que siempre corre el ries-
go de concluir en error. Por ejemplo, declarar que aunque las muestras sugirieran que no
hay diferencia entre los dos grupos, en realidad ellas tienen calificaciones mas altas que
ellos. O bien, concluir que ellas son mejores porque se observé que D > 0, pero eso no es
generalizado.

El tipo de preguntas que se presentan en el ejemplo anterior y bajo diferentes escenarios
y distribuciones también son tema del la inferencia estadistica y se abordardn en la segunda
parte del curso.

1.2. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 1.

Textos de apoyo

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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2. Elementos de Calculo de Probabilidades I y II

2.1. Espacios de probabilidad

NG

Figura 5: Experimento aleatorio £ arroja salidas impredecibles w. El espacio muestral 2 es
el conjunto de todas las posibles resultados w. El conjunto A de salidas de interés denota
un evento.

= Experimento aleatorio &, del que no es posible adelantar la salida.
= Espacio muestral ). Conjunto de posibles salidas del w del experimento aleatorio.
» Familia de eventos S. o-dlgebra de subconjuntos de €2, tales que:
i) Si A€ S, entonces A® € S.
ii) Si Ay, Ag,--- € S, entonces U A4; € S.
» Espacio medible (©,S).

» Conjuntos borelianos de R, B(R). o-dlgebra de subconjuntos de R generada por
los intervalos (a, b].

» Medida de probabilidad sobre el espacio medible (2, S), es una funcién P : § — R,
tal que,
Ky : P(A) >0, para todo A € S.
K2 : P(Q) =1.
K3 : Si A1, Ay, --- €S, tales que A; N A; =0, entonces P (UfilAi) =372, P(4).

» Las propiedades K1, Ko, K3 anteriores se dicen los axiomas de probabilidad o de
Kolmogorov.

= A partir de los axiomas se derivan una serie de propiedades como:

o P
o P .
e P(A\B) =P(A) —P(AN B).

AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

°
~

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34
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Probabilidad condicional.

2.2,

Si (2,8, P) es un espacio de probabilidad y A € S tal que P(A) > 0, se define

P(AN B)

=P(B|A), paratodo BeS

P4(B) = P(B|A) se dice probabilidad condicional de B dado A y es una medida
de probabilidad pues satisface los axiomas de Kolmogorov.

Regla de la multiplicacién. P(AN B) = P(A|B)P(B).

Ay B se dicen eventos independientes si P(AN B) = P(A)P(B).

Aq, As, ... se dicen eventos mutuamente independientes si para todo n se cumple
que P(N7_y A;) = [T, P(A).

Sean Aj, Ag,--- € S. {A;}, se dice una particién de Qsi: 1) A;NA; = 0; i) U; A; = Q.

Teorema de Probabilidad Total. Sea {A;} una particién de . Entonces, para
todo evento B,

P(B) = 3 P(BI4,)P(4))

Regla de Bayes. Sea {A;} una particién de 2. Entonces, para todo evento B,

P(B|Ay)P(Ay)
>_j—1 P(B|A;)P(4;)

P(Ax|B) =

Variables aleatorias

Sea (2,S,P) un EP. La funcién real X con dominio en € se dice variable aleatoria
(v. a.) si para todo x € R, la preimagen de x es un evento. Esto es, si para todo z € R,
{weQ: X(w)=1}€S.

Sea X una v. a. definida en (£2,S,P). Se define su funcién de probabilidad acu-
mulada o funcién de distribucién por F(z) = P(X < z), para todo x € R.

Sea X v. a. con funcién de distribuciéon F. Entonces, F' satisface:

e 0 < F(t) <1, para todo t € R.

F' es no decreciente.

e F(—00) =0, F(+00) = 1.

F' es continua por la derecha.
Para a < b, P(a < X <b) = F(b) — F(a).
e P(X =x)=F(z%)— F(z7).

Sea X v. a.y Sx = {x1,22,... }talque P(X = ;) >0y > o P(X =) =1 X
se dice que es una variable aleatoria discreta con soporte Sy.

Si A€B(R),P(X € 4) =Y, 4 P(X = ;).

Sea X v. a. con f. p. a. F'. Si existe una funcién h no negativa tal que para todo = € R,
P(X <) = [*_ h(u)du, X se dice que es una variable aleatoria (absolutamente)
continua y A su funcién de densidad de probabilidades.
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» Sea X v. a. con f. d. p. f. El conjunto Sx = {z € R: f(z) > 0} se dice el soporte
de la distribucién.

= Sea X v. a. continua con f. p. a. F'y f. d. p. f. Entonces, , para toda t € R,

o F(t) = ['__ f(x)da.

o J(t) =57

a::t.
Cuantiles de una distribucién.

= Sea X v. a. continua con funcién de distribucién F'y sea 0 < p < 1. Se define xz,,, el
p-ésimo cuantil de la distribucién como aquel tal que p = F(z,).

primer cuartil Tos = q1 p=0.25

mediana 50 = Tmeq p = 0.50

tercer cuartil T75 = Q3 p=0.75
Rango R=q;—q

2.3. Momentos de una variable aleatoria

= Sea X v. a. con funcién de probabilidades f y soporte Sx. Se define el valor esperado
de X por

X] inesz x; f(X;) caso discreto
- Jgxf(z)dx caso continuo

siempre que la suma o integral sean absolutamente finitas.

» Teorema del estadistico inconsciente(TEI). Sea X v. a. con funcién de probabi-
lidad f y ¢g una funcién tal que g(X) es una v. a.. Entonces,

Y eies, 9(xi) f(xi) caso discreto
Ely(0l= { Jg 9(@) f(z)dx caso continuo
siempre que la suma o integral sean absolutamente finitas.
» Se define el r-ésimo momento de X por E[X"], siempre que este exista.

= Sea X v. a. con r-ésimo momento finito. Entonces X tiene k-ésimo momento finito,
para todo k < r, pero no para r 4+ 1 necesariamente.

» Sea X v. a. con media p = E[X]. Se define la varianza de X por

var(X) = E[(X — p)?] = E[X?] — E2[X]

= Representacion de los momentos. Sea X con cuarto momento finito.

r E[(X —p)"] definicién interpretacién
1 n media localizacion
2 o? varianza  dispersién
3 n Sesgo asimetria de la densidad
4 K curtosis  densidad plana o picuda

= Se define la funcién generadora de momentos (f. g. m.) de X por
m(t) = E[e'X]

para toda t siempre que la suma o integral exista en una vecindad de 0,
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2.4.

2.5.

Se define la funcién caracteristica de X por

p(t) = E[e"¥]
con i = /—1. La funcién caracteristica siempre existe.
Si X tiene f. g. m. my f. c. ¢, entonces p(t) = m(it).

Sea X v. a. con f. g. m. m diferenciable. Entonces, para r =1,2,...,
d"m(t)
dt  lt=0

E[X"] =

Teorema de unicidad de f. g. m.. Sean X y Y v. a’scon f. g. m. mxy y my, y
funciones de distribucién Fx y Fy, respectivamente. Si mx (t) = my (t) para toda ¢
entonces, Fx(w) = Fy(w), para todo w punto de continuidad de F'.

Sea X v. a.con f. g. m. mx(t) y a,b € R, entonces

Maypx (1) = e“mx (bt)

Desigualdades
Markov: Sea X una v. a. positiva. Entonces, para todo k > 0,
EX
Pox > < B

Chabyshev: Sea X una v. a. con media px y varianza ag(. Entonces, para todo € > 0,

P(X —px| =€) <

Jensen: Sea X v. a. y h funcién convexa, entonces
E[h((X)] > h (E[X])
Vectores aleatorios

Sea (2,S,P) un EP. X = (X1,...,X,) es un vector aleatorio si para todo x =
(x1,...,xp) ER" {w e : X(w)=x} €S.

Sea X = (Xi,...,Xp). Se define la f. p. a. conjunta de X por F(z) = P(X; <
Z1,..., Xy, < xp), para todo € R™. En este contexto, F;(x) = P(X; < z) se dice la
f. p. a. marginal de Xj;.

Sea X v. a. con f. p. a. conjunta F'. Si existe una funcién h no negativa tal que para
todo © = (z1,...,2,) € R",

F(m)z/i/::h(w)dxldxn

h se dice una funcién de densidad de probabilidad conjunta de X.

Sea X v. a. con f. p. a. conjunta F'y f. d. p. conjunta f. Entonces,

f) = —L  F)

Sea X = (Xi,...,X,) v. a. con £. d. p. conjunta f y f; la correspondiente funcién
marginal de X;. Entonces,

fz’(ﬂﬁ):/ / f(x1,. .. 2n) day - - day_1dxigy - - - day,
—00 — o
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Distribuciones condicionales.

» Sea X = (Xy,...,X,) con £. p. a. conjunta F. X se dice que es de componentes
independientes X1, ..., X, siysolosi, paratodox = (x1,...,2,) yt = (t1,...,2Zn),
i F(:I}) = Fl(‘Tl) e Fn(xn)
d f(il}) = fl(frl) T fn(‘rn)

Basta que una se cumpla para que se cumpla la otra.

= Sea (X7, X2) un vector aleatorio con f. d. p. conjunta f y marginales f;. Entonces,

x1
P(X) < x| X9 =29) = / h(u)du

—0o0

donde h(u) = f(ulws) = f;;;;)

funcion de densidad condicional de X; dado X5 = x5.

. En esta definicién, la funcién f(-|z2) se dice la

» Teorema de Probabilidad Total (TPT) Sea (X,Y) un vector aleatorios con f. d.
p. conjunta f, marginales fx, fy y condicional f(z|y). Entonces,

h@ﬂ=éfmwhwﬂy

= Regla de Bayes

f(xly) fy (y)
fylz) =
W) = T FGio) Ay (o)
» Teorema del estadistico inconsciente. Sea X = (Xj,...,X,) un v. a. y sea

g : R™ — R, una funcién tal que Y = ¢g(X) es una variable aleatoria. Entonces,

HH—EMXH—/Q@M@Mw

n

» Esperanza condicional. Sea (X,Y’) un v. a., entonces
BYIX =l = [ uf(slo)dy

» Esperanza total. Sea (X,Y) un v. a., entonces

e E[Y] =E[E[Y|X]]
e var(Y) = var(E[Y|X]) + E[var(Y| X)]

Esperanza y covarianza de un vector aleatorio.

» Sea (X,Y) un v. a.. Se define la covarianza entre X y Y por
oxy = cov(X,Y) = E[(X — ux)(Y — py)] = E[XY] - E[X]E[Y]
y la correlacién lineal entre X y Y por

XY
pxy = corr(X,Y) = cov(X, V) _ Xy
var(X)var(Y) oxoy
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= Sea X = (X1,...,X,)7, se definen el vector de medias y la matriz de covarianzas
por = (1,...,pn)T vy X = (0ij). Explicitamente,

of 012 - O

M1 2
O12 03 ' O

EX]=| ¢ |=pn X=
fin Tin O -0 Op
donde p; = E[X;] y 045 = cov(X;, Xj).
Funcién generadora de momentos.
» Sea X = (X1,...,Xp) un v. a.. Se define la funcién generadora de momentos

conjunta por m(t) = E[etTX] y m;(t) = E[e!X] las correspondientes f. g. m. margi-
nales.

» Sea X = (X1,X5) un v. a. con f. g. m. conjunta mya(t1,t2) y marginales m;(t;).
Entonces, mj(t) = mi2(t,0).

» Sea X = (X1,...,X,) con f. p. a. conjunta F, f. d. p. conjunta f y f. g. m. conjunta
m. X se dice que es de componentes independientes X1, ..., X,,, si y solo si, para
todo x = (z1,...,2n) yt = (t1,...,2n),

o F(x)=Fi(x1) - Fu(wn).

m(t) = my(t1) - - mp(ty).

[}
[}
Basta que una se cumpla para que las otras dos también se cumplan.

= Sean X7 y X v. a.’s independientes con f. g. m. m;, respectivamente. Entonces,
mx,+x;(t) = ma(t1) - ma(t)

= Teorema de unicidad: Si X; y X5 tienen f. g. m. y es la misma, entonces tienen
la misma ley de probabilidades. Esto es, si mi(t) = ma(t), para toda t, entonces
Fi(x) = F3(z), para todo punto de continuidad z.

2.6. Transformaciones

= Teorema de transformacion. Sea X v. a. con f. d. p. fx y g una funcién con

inversa h = ¢~ ! diferenciable y tal que % #0.S1Y = g(X) es una variable aleatoria.

Entonces, fy, la f. d. p. de Y esta dada por
dh
= h, _
fr(y) = fx(h(y)) ‘dy

» Teorema de transformacion integral.

e Sea X v. a. continua con funcién de distribucién F'x. Entonces
U = Fx(X) ~ Unif(0, 1).

e Sea X con f. p. a. Fy invertible, U ~ Unif(0, 1). Entonces, Y = F5'(U) ~ X.
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Figura 6: Funciones de densidad y generadora de momentos de algunas leyes de probabilidad

discretas y continuas.

s Teorema de transformacion. Sea X

sea la funcién g : R™ — R™ uno-a-uno tal que h

Entonces,
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donde |Jh| denota el valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana (Oh;/dy;).
= Ejemplos

e Sean Z ~N(0,1) y Y ~ x2 independientes. Defina T = \/nZY Y2y U =Y.

i) Defina T = /nZY ~1/2 U =Y y utilice el teorema de transformacién para
encontrar la f. d. p. conjunta de (T, U).

1ii) Encuentre la distribucién marginal de T. Muestre que la f. d. p. de T estd

dada por
F(Ll) n+1
fr(t) = 2 (1+t*/n) 2, para todo t € R
\/nﬂ'r(g)

e Sean Xi,...,X,,..., v.a.iid’s con X; ~ Ber(p). Entonces, Y ; X; ~ Bin(n, p).

Solucién: X ~ Ber(p), mx(t) = 1+ pe'. Entonces, S, = Y i~ X; tiene un
f. g. m. dada por mg, (t) = [q—l—pet]n, que corresponde a la f. g. m. de una
distribuciéon Bernoulli pardmetros n y p. Se concluye del teorema de unicidad
que S, ~ Ber(n,p).

e Sean X1,...,Xp,..., v. a’sindependientes con X; ~ Po()\;). Entonces, > 7" | X; ~
Po(3_i1 Ai).

Solucién: X ~ Po();), mi(t) = X'~V Entonces, S, = Y., X; tiene un f.
g. m. dada por mg, (t) = eld =D A que corresponde a la f. g. m. de una
distribucién Poisson pardmetro ). ; ;. Se concluye del teorema de unicidad
que Sy, ~Po(3"" 1 N).

e Sean X1,..., Xp, ..., v. a.s independientes con X; ~ N(u;,0?). Entonces, Sy X~
Ny bis 2o 7).

Solucién: X ~ N(pi,02), m;(t) = exp{uit + 307t*}. Entonces, S, = >0 | X;
tiene un £. g. m. dada por myg, (t) = exp{t S0" | s, 5t> 31" | 07}, que corresponde
a la f. g. m. de una distribucién normal con media Y y; y varianza > o?. Se
concluye del teorema de unicidad que S, ~ N(3_ 1, > 02).

e Recuerde que Y ~ Gamma(a, ), con parametro de forma a y pardmetro
de escala f3, entonces E[Y] = af3, var(Y) = af? y f. g. m. my(t) = (1 — )7,
parat < 1/0.

Y ~ Gamma(3, 2) se dice que sigue una distribucién ji-cuadrada con n grados
de libertad y se denota por Y ~ x2.

e Sean Y7,...,Y,,..., v. a.’s independientes que siguen una distribucién Gamma
con parametros de forma «; y pardmetro de escala comun S. Luego, E[Y;] = a;
y var(Y;) = ;3% Entonces, Y 1 | ¥; ~ Gamma(} " | a;, ).

e Sean Yi,...,Y,,..., v. a.’s independientes con Y; ~ X,%Z_. Entonces, > ;" | Y; ~

2
X5,
e Sea Z ~ N(0,1), entonces Y = Z2 ~ y2.

Solucién:
my() =B | e o)z = (1201
R+
donde ¢ es la f. d. p. de la distribucién normal estdndar. La funcién (1 — 2t)~1/2
constituye la f. g. m. de Gamma(1/2,2) = x3. La conclusién se sigue del Teorema
de Unicidad de las f. g. m..

= Ejercicios: Lista 01, problemas 2-14.
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2.7. Estadisticos de orden

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria (v.a.i.i.d.’s) de una poblacién X ~ f. Esto
es, X; tiene una f. d. p. f. Se define Y; = X(;) el i-ésimo estadistico de orden. Entonces,
Y1 SYQ S SYn, ySiY: (Yl,...,Yn) yw:(:cl,...,xn),

n

fr (@) =n! ] f(=:)

i=1
) estadl’stico ‘ f.d p ‘ f. p. a.
min @ = f@l —FG T [R@=1- - FGT
max X(n) fa(@) = nf(z) [F(z)]" Fy(z) = [F(z)]"

» La f p.a ylaf d p.conjuntas del (X(), X)) son

Fin(z,y) = [F(y)]" = [F(y) — F(x)]"
fin(z,y) =n(n—1)f(2)f(y) [Fy) — F(z)]"

-2

» Sea R = max{X;} — min{X;} el rango de la muestra, entonces

firlr) =nn = 1) [ F010 ) [Pl +0) = ()] du

Ejercicios :

» Sea U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(a,b). Encuentre la distribucién de
Uy = méx{Uy, ..., Up}.

» Sea T = (T1,...,T,) una m. a. de T' ~ Exp(¢)). Encuentre la distribucién de T(;) =
min{7Ty,...,T,}.

» Sea U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(0, 1). Muestre que sus estadisticos de
orden siguen distribuciones beta. A saber

U(k) ~ Beta(k,n+ 1 —k)

2.8. Método Delta
Vea ( ).

Proposiciéon : Sea X una variable aleatoria y suponga que su funciéon generadora de
momentos my (t) existe para todo |t| < T, para algin 7' > 0. Entonces, X tiene todos sus
momentos finitos u = E[X*] y mx(t) se puede expandir alrededor de t = 0. A saber,

%t + E[XQ]tQ +o —E[Xk]tk + O(t%)

mx(t) =1+ = 91 !

k
donde lim o(t7) =0.

t—00 tk

Proposicion : Sea X una variable aleatoria con k-ésimo momento finito, kK > 2 y sea h
una funcién k veces diferenciable, entonces

pe)

(k
St RE=D () T

2
E[R(X)] = h(u) +h® (1) 5 + 1 () + = ER® (€)(X — )]
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donde p(") = E[(X — p)"], r = 3,4,... y £ se encuentra en una vecindad de .

Demostracién: Puesto que h es k-veces diferenciable, por el Teorema de Taylor con residuo
y expandiendo al rededor de u,

R (1) h(k)

(o= ) + (O — )

donde £ esta entre x y u.
Ahora, evaluando la expresién anterior en la v. a. X y tomando valores esperados

h(l) h(2)
E[R(X)] = A% (u) + - (WEIX = p)] + - (WEIX — )] +
(k=1)
Gy LY — )+ RO (X )

y se sigue el resultado.

Corolario : Sea X una variable aleatoria con media px y varianza ag(. Si la funciéon h es
al menos dos veces diferenciable,

2
BRG] ~ hjux) + ") 53

Demostracion: Tome k = 2 en la proposiciéon anterior.

2
E[h(X)] = h(ux) + h”(,u,x)%( + Residuo

Corolario : Sea X una variable aleatoria con media px y varianza O'gf. Si la funcién h es
al menos dos veces diferenciable,

var[h(X)] ~ (M (ux))* 0%

Demostracién: Sea H = h?, H' = 2hh', H"” = 2hh” +2(h')?. Entonces, se sigue del corolario

anterior que

0_2

E[H (X))~ H () + (H" (ux)) =
0.2
= W2(pnx) + [20n0)n” () + 2 (W ()] T

var(h(X)) = E[h%(X)] - E[h(X)]

0'2 2
~ B2 (ux) + o h(px )W (nx) + 0% (' (ux))® - [h(ﬂx) - h"(MX)X]

———
O(U‘)l()

~ (W (ux))? 0%

Teorema : Método Delta Sea X una variable aleatoria con media ux, varianza 03( v h
una funcién dos veces diferenciable. Entonces,
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(2)
= E[(X)] ~ hipx) + )62

» var[h(X)] = (h,(NX))2U§(

Ejemplo : Sea U ~ Unif(0,1), h(z) = vV X. Considere Y = h(X). Mediante el método
delta aproxime uy, 052, y oy.

Solucién: X ~ Unif(0,1), entonces ux = 0.5, 0% = 1/12 = 0.0833 y ox = 0.2887.

1 3/2 1 )
TEI X
[Y] /0 Vrdz 5200~ 3

1 3/2 1 1
E[Y? TEI/O (Vz)2de = % =5 =05

var(Y) = E[Y?] = ElY] = 0.50 — (0.667)% = 0.0556
oy = 0.2357

Y mediante el método delta

1
h(z) =22 W(z)==2"Y? #'(z)=—-a2"%?

2
g
iy 2 Bljax) + 1 (ux) 2 = V05 + | (5 >

1/1\ %2 o.
—4( > ]00833:0.7022

o~ (h/(MX))ng( = (1

2
50, 5)—1/2> 0.0833 = 0.0589

oy =~ 0.2427
Ejercicio : Repita el ejemplo para X ~ Unif(1,2).

2.9. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 2, problemas 15-18.

Textos de apoyo
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3. Distribuciones Muestrales

Definicion : Z se dice que sigue una distribucién normal estandar y se denota por
Z ~ N(0,1) si tiene f. d. p. dada por

1
o(z) = 67%22, para todo z € R

Ver

Definicién : Sea Z ~ N(0,1), p € Ry o > 0. Entonces X = pu + o7, se dice que sigue
una distribucién normal con media p y varianza o2, y se denota por X ~ N(u,0?). X
tiene f. d. p. dada por

1 u)z
e 2\ ¢/ paratodox eR

/(@)

- 2mo

Definicién : Y ~ Gamma(%,2) se dice que sigue una distribucién ji-cuadrada con n
grados de libertad y se denota por Y ~ x2. Su f. d. p. est4 dada por

Aa
fly) = )y“_le_Ay, para y > 0

Definicién : Sean Z ~ N(0,1) y Y ~ x2 independientes. Defina T =

Z
. Entonces, T
VY/n

tiene una f. d. p. dada por
(1—i—t2/n)*nT+l, para todo t € R

Se dice que T sigue la distribucion ¢-Student con n grados de libertad y se denota
T ~ty,.

Sumas, productos y concientes de variables aleatorias

» Sea X = (X1, X3) v. a. con f. d. p. conjunta fi2 y marginales f;. Entonces,

* fxy/x,(2) :/ 2| fr2(, zx)dx

—0o0

Si ademas las X;’s son independientes

* fx 1x,(2 / fi(z) fa(z — z)dx
. frix(e )—/ @)l ) da
. Fra(s) = / 2] (@) fa(za)da
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Ejemplo : Sean X; y X5 v. a.’s independientes con X; ~ Gamma(a;, \), i = 1, 2. Utilice
la f. d. p. de las suma de v. a.’s para mostrar que X; + Xs ~ Gamma(aj + g, ).

Solucion: Para esto, sea Z = X +Y.
fz(z) =0 para z < 0. Sea pues, z > 0,

/ Ix(@)fy(z — z)dx

z a1 2
— / A 7~ 167)\:1: A® (Z - 33)0427167)\(27:003‘r
0

[(a1) ['(az)
)\a1+a267)\z /z 1 1
= 2Nz — ) N dr

[(a1)l(a2) Jo ( )

201 +ao e—)\z

— ar—1/, az—1 d Co —
11(041)11(062)/0 (zu) (z — zu) zdu ju=u1x/z
)\a1+agef)\z

~ T(a)T(a2)
)\al—l—age—)\z

~ T(an)I(a)

)\a1+a2
_ 7Za1+a2—1€—>\z

F(Oél + 052)

1
zoq—l—ozz—l/ ual—l(l _u)ag—ldu
0

artaz—1 | B(al,ag)

con el uso del cambio de variable u = x/z y B(a1, a2) denota la funcién Beta® La funcién
fz corresponde a la f. d. p. de una distribucién Gamma con pardmetro de forma (a; + ag)
y parametro tasa A.

Ejemplo : Sean X;, Xy v. a.’s independientes con X; ~ Gamma(q;, ). Determine la
funcién de densidad de Z = Xo/Xj.

Solucién: Z = X/X7, entonces el soporte de Z es RT. Sea pues z > 0.

fz(z) = /000 zfi(x) fo(zx)dx

0o xal—le—x/ﬁ (Zx)ag—le—zac/ﬁ
o Bal() BT (az)
Zag—l K

B B(’“*"‘?F(al)F(@)K/o !

~ T(ar + a2) zo2—1

- T(a)T(ag) (14 z)atoz

[+ z)/p) . 5 .
donde K = es la constante normalizadora de la funcién de densidad de
F(a1 + 052)

una distribucién Gamma con pardmetro de forma g + a2 y (1+2)/5 como pardmetro tasa.
Por lo tanto,
I + a2) zo21
= 1
sz/X1(Z) F(al)F(ag) (1 +Z)a1+a2 (0700)(Z)

Corolario : Sean X; ~ X%i, v. a.’s independientes para i = 1,2. Entonces, X;/X» tiene f.
d. p. dada por
F(n1+n2) w"21 -1

le/XQ(w) = F(%);(%) (1 L w)% 11(0,c>0)(w)

5Blai, az) fl “1=l(] — )2 gy = 72(&31{(;;2))
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Demostracion: Recuerde que si X; ~ ng entonces X; ~ Gamma(n;/2,2) y aplique el
ejemplo anterior.

X1/n
X2/n2

Corolario : Sean X; ~ ng v. a.’s independientes para ¢ = 1,2. Entonces, W =

tiene f. d. p. dada por

ni

Fn1+n2 n ni/2 we =
)= o () g o

2OT(22) \ n
2 2 2 1+ %w) 2
o o4 2 . . X?—L /nl .
Definicién : Sean X; ~ x; independientes y defina W = 21 Ty’ Entonces F' tiene un
‘ Xny /102

f. d. p. dada por el corolario anterior y se dice que sigue la distribucién F con n; y no
grados de libertad. Se denota W ~ F,, », = F(n1,n2).

Ejercicios : Lista 01, problemas 15-24.

o s . . mo. .
Definicién : Sea X v. a. con media u y varianza 2. Entonces, Z := tiene media
o

cero y varianza 1. Es decir,

X_
7 = H

= E[Z]=0yvar(Z)=1
La definicién de Z es la estandarizacién de la v. a. X. Se dice que Z es una v. a. estan-
darizada. De ahi que N(0,1) se diga normal estandar.

Definicién : Sea X,, = (X1,...,X,), una muestra aleatoria de X con yu = E[X]y 0% =

_ 1 1 <& _
var(X). Sean S, = X1+ -+ X,,, X, = =Sp ¥ S? = 7Z(XZ — X)Q, entonces
n n—liil

estadistico notacién media varianza
Suma: Sn E[S,] = np  var(Sy,) = no

2

Media muestral: X E[X,]=u var(X,)=o02%/n

Varianza muestral: S? E[S?] = o2

Note que (n —1)S%? = Y"1  (X; — X)2. Luego,

E [(n - 1)52} =E | Y (X, - X)?
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Por lo tanto, E[S?] =

Resultado : Sea X,, = (X1,...,X,), una muestra aleatoria de X ~ N(u,o?). Entonces,
1 n
-2 Z(Xi — )~ X
i=1

Resultado : Sea X,, = (X1,...,X,), una m. a. de X ~ N(u,0?). Entonces, X y D =
(X1 —X,..., X, — X) son independientes.

Demostracién: Recordar que la f. g. m. conjunta de X esta dada por
mx(t) =E [etTX} =E {eztiXi]

Luego, la f. g. m. conjunta de (X, D) es

sX—i—tTD}] =E [exp {s)?+ Zti(X — X)}}

=

m(y7D)(8,t) = E |:eXp

pero
t'D :Zti(Xi -X) = ZtiXZ- — YZti
=3 X, —niX =) tX;—tY X,
:Z(ti —1)X;
As,

XY h X =Y [n —a} e

donde a; = £ + (t; — t). Ahora, note que > (t; —t) = > t; — nt = 0, luego

Z%’ZZ[Z+(Q—E)} =S+Z(ti—f)=5
S 2 82 S 52
Za?zZ{nHti—ﬂ] =D 52D (i-D+) (D =—+) (i1’

Ademis,

mxp(st) = mx(a)=Ee* X] = E[XY
ind:XZ{S HE[eaiXi] — H euaiJr%a?a-Q
0‘2 2
= exp{p) et )

+Z (ti — 1) ]
= exp{,uS—i- ;UnSQ} 'eXP{ZZ(ti _E)Q}

= mx(s) mp(t)

= exp us—i——

donde los factores dependen exclusivamente de s y ¢ respectivamente, por lo que X y D
son independientes.
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Note que X = 2 3> X; ~ N(u,0?/n), por lo que su £. g. m. es my(s) = etst3s%0%/n poy
0_2
lo que mp(t) =e=z L(ti=?,
Corolario: X = (X ..., X,), m. a.de X ~ N(u,0?). Entonces, X y S%, media y varianza
muestrales, son independientes.

Demostracién: S? = ﬁ S (X; — X)? es una funcién continua de D, independiente de X

por la proposicién anterior. Luego, X y S? son independientes.

Resultado : X = (X ..., X,,), m. a. de X ~ N(u,0?). Entonces n

)

Demostracion:

W:Z<xi;,u,>2:al22(xi_m2
S DI [E TS Rs S

= KX (X (K- Y- X)

— 2
i (5

=U+V

Entonces, por proposicién anterior U y V son v. a.’s independientes. Entonces, my (t) =
my (t)my (t), por lo que
mwy (t) (1 — Qt) —n/2

mu(t) = my(t)  (1—2t)-1/2 (1—2)~ (=072

que corresponde a la f. g. m. de una distribucién Gamma con o = %51 y 8 = 2. Se sigue

2
del teorema de unicidad que (710;21)5 2~ X%—r

X —
Proposicién : X = (X ..., X,), m. a. de X ~ N(u,0?). Entonces, T\/g ~tp_1.
Demostracién:

_ Xp
X—p (o—/\f‘n ) _  N(0,1)
SV s -1 e/ - 1)

yva que el numerador y el denominador son independientes como ya se mostro.

~tp1

Proposicién : Sean X,,, = (X1,...,X,,) m. a. X ~N(u1,0?)y Y, = (Y1,...,Y,,) m. a.
de Y ~ N(pug,03) independientes. Entonces,

82 2
7)2( ~ C%F(nl — 1,n2 — 1)
Sy 03
Demostracién: Sea S% = S7 = n11—1 S (Xi—X)% SE =53 = n11—1 2, (Yi—Y)? Luego,
”;—;15’12 ~ X%i_l, 1 = 1, 2 independientes. Entonces,
st - |
— ~ ny — 1,n2 -1
m 153 (12— 1)
2 42
Por lo tanto, —é ~ %F(nl —1,n9 —1).
Sy 03
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3.1. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 3, problemas 1-15.

Textos de apoyo

Blitzstein and Hwang (2014); Hoel, Port, and Stone (1971); Mood, Graybill, and Boes
(1974); Wackerly, Mendenhall III, and Scheaffer (2008).
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4. Resultados Limite

4.1. Modos de convergencia de variables aleatorias

Sea (€2, S,P) un espacio de probabilidad (EP) y sean X y X1, Xo, ... variables aleatorias
definidas sobre ese EP. A continuacién se presentan distintos modos de convergencia de
sucesiones de va’s. Las definiciones fueron tomadas de ( ).

Definicién : Se dice que {X,,} converge casi seguramente o que converge con pro-

babilidad 1 a X y se denota por X,, — X, o bien, X, ﬂ X, si para “casi todo” w € Q *,
Xp(w) — X(w).
Esto es, X, — X,siVe>0yVwe Q\D,3 N(w,e), tal que

| Xp(w) — X(w)|[<e, n>N

El tipo de convergencia casi segura se le conoce también como convergencia fuerte.

Definicién : Se dice que { X,,} converge en probabilidad a X y se denota por X, P x ,
si para todo € > 0, P (| X,, — X [>¢€) — 0.
Estoes,siVe>0yd >0, 3 N(ed), tal que

P(| Xn—X|>€) <6, n>N

Note que la convergencia en probabilidad implica que P (\ X, —X|< e) — 1. El tipo de
convergencia en probabilidad se le conoce también como convergencia débil.

Definicién : Se dice que {X,,} converge en media cuadratica a X y se denota por
Xo S5 X, S E[| X — X )] — 0.
Esto es, si V e >0 3 N(e), tal que

E[\Xn—xﬂq, n>N

Definicién : Se dice que { X, } converge en distribucién a X y se denota por X, EEN X,
si Fy(z) — F(x) para todo « € C(F), puntos de continuidad de F', la f. p. a. de X y las
F,,’s las correspondientes de X,.

Esto es, si Ve >0y todo x € C(F), 3 N(e, x), tal que

| Fx(z) — F(z) |<e, n>N

Note que convergencia en distribucion no implica la convergencia de las correspondientes
f. d. p. 6 £ m. p.. Considere por ejemplo,

0 si r<l—-1/n
F.(z)=<} 1/2 si 1-1/n<z<1+1/n
1 s z>1+1/n

Entonces, Fy,(v) — F(x) = 1[; o) (), que es la funcién de distribucién que asigna toda la
probabilidad al punto z = 1. Sin embargo, para todo =z € R,

Fal@) = 5114y (@) — F(@) = 1)

que no es f. d. p..

Proposicion : Relaciéon entre los modos de convergencia

41X, (w) — X (w) para “casi todo” w € Q, si la convergencia se da en todo w € Q, excepto quizd para
aquellos w € D pero tal que P (D) = 0.

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34



Apuntes para Estadistica Matematica 28

a). Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucién pero no viceversa.
P D
X, — X = X, — X.

b). Convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad pero no viceversa.
cs P
X, — X = X, — X.

¢). Convergencia media cuadrética implica convergencia en probabilidad pero no vicever-
mc P
sa. X, — X — X, — X.

d). Convergencia casi segura no implica convergencia cuadratica media ni viceversa.

4.2. Otros resultados limite

Teorema de continuidad de Lévy. Sea {F),} una sucesién de funciones de distribucién
y F una f. p. a.. Sean {¢,} v ¢ las correspondientes funciones caracteristicas. Entonces,

I. Si Fp(x) — F(x), v € C(F), puntos de continuidad de F', entonces, ¢, (t) — ¢(1),
para todo t € R.

1. Siparatodot € R, {¢,(t)} converge a una funcién g(t), continua en ¢ = 0, entonces, g
es una funcién caracteristica, y si F' es la correspondiente f. p. a. entonces, F,,(z) —
F(z), para todo z € C(F),

Teorema de mapeo continuo. Sea {X,,} y X v. a.’s y ¢ una funcién continua. Entonces,
I Si X, = X, entonces 9(Xn) N 9(X).

1. Si X,, =2 X, entonces, 9(Xn) N 9(X).

Proposicién : Sean {X,}, {Y,}, X y Y, v. a.’s. Entonces,
I. Si X, LX v Y, LY, entonces X,, +Y,, i>X—|—Y.
. Si X, = X yY, =Y, entonces X, +Y, — X +Y.

nr. Si X, P x v Y, £, Y, entonces X, Y, 2, xy.

Teorema de Slutsky. Sean {X,,}, {Y,}, X y Y, v. a’s y ¢ una constante. Entonces,
L Si X, 2 XyY, 2 entonces X, +Y, s ct+ X
: D D D
1. Si X,, — X yY, — ¢, entonces X,,Y,, — cX

Nota: no necesariamente se tiene que si X, £> XyY, £> Y, entonces X, +Y, i X+Y

4.3. Ley de los grandes nimeros

Sean X1, Xo,... vaaiid’s, Sp=X1+- -+ X,y X, = % = %Sn.
Ley de los grandes nimeros (LGN).

I. Versién fuerte (LFGN). Sean las X,,’s con media finita p. Entonces,
Xy

Y viceversa, si X, —» ¢, para alguna constante finita ¢, entonces, E[X] es finita y
E[X] =c.
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1I. Version débil (LDGN). Sean las X,, v. a.’s con media finita u. Entonces,

Xni>u

Demostracion:
I. De un nivel mas elevado que el presente curso ...

II. La demostracién se sigue del inciso anterior pues convergencia casi segura implica la
convergencia en probabilidad. Sin embargo, si ademds supone que las v. a.’s tienen
varianza o finita , su demostracién sigue de la desigualdad de Chebyshev. A saber,
sea € > 0,

U?‘gn _d?/n

2 2

IP’(]X”—M\ZE)S —0

™M

€

pues E[X,] = p y var(X,) = o%/n.

Notas:

1. La constante € puede verse como la precision deseada en la aproximacion de X, a p.
La aproximacion es buena para n suficientemente grande.

2. P(|Xn—pl2e) <

3. Considere que Xj, Xo,... son v.a.lid. con X ~ Ber(p). Entonces, E[X] = p y

var(X) = p(1 — p). Luego, E[X,] = p y var(X,) = p(1 — p)/n, por lo que para
toda 0 < p <1,

pl-p) _ 1
nez  — 4dne?

P(‘ Xn_p|26)§

pues la varianza es méxima cuando p = 1/2. Esto es, para toda p, p(1—p) < %(1 - %) =
1

1

4. Considere dados €,§ > 0 y suponga que se desea que P (| Xn—p|> e) < §. Se tiene
entonces que

> p(1—p) p(1—p)
PX, —ul>e< ———2 <) — > ZA7
(| no iz 6) - ne = de?
esto es, la condicién P (\ X, — wl|> e) < ¢ se satisface para n > L;E_Qp).

En el caso de mdzima incertidumbre p = 1/2. se tiene n > 1/46€%.
5. Sie=0.05y 6= 0.10, entonces de? = 2.5 x 104, por lo que

1
>— =1
"2 q@sxi0-n W

Si por alguna razoén se espera que p ~ 0.30, p(1 —p) =021y

0.2
>t gy
nZ5e 101 o0

y si p = 0.15, entonces n > 510.
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4.4. Teorema central del limite

Sean X1, Xa,... v.a.i.id.’s con media comin px y varianza o% finita.
Recordar,
n
i=1 >
E[Xn] = px
E[S,] = nux " )
var(X,) = ox/n

var(S,) = nox
Luego, cuando n — o0, se sigue que

E[Sn] — £00 ; E[Xn] — U

var(S,) — +o0 ; var(X,) —0

Note al crecer n, en el caso de la suma .5, ésta “explota”, mientras que la media muestral
X, se “colapsa” en el sentido que converge a la constante .

La version del teorema central del limite que aqui se presenta es conocida como de
Lindberg-Lévy.

Teorema central de limite (TCL) Sean S,, y X, como antes. Entonces, para las variables
Sn—npux __ X'IL_MX

\/no% o \/Ug(/n

Zn 25 Z ~N(0,1)

estandarizadas Z,, = , se tiene que

Demostracion: Sin pérdida de generalidad suponga que las propias X;’s ya son estandariza-

das, E[X;] =0 y var(X;) = 1 y suponga que X tiene funcién generadora de momentos mx
finita. Entonces,

1). mx(0) = E[e"X] = 1.

). iy (0) = %mx(t)h:o — E[X] =0
d2
). m'y(0) = @mx(t)]tzo =var(X) =1

Se tiene también que
1). ms,(t) = [mx(t)]", por ser v.a.iid.
). mg, (t) = [mx(t/n)]".

m). m g, () = [mx(t/vn)]".

Sea ahora L(t) = log(mx (t)). Entonces,

1). L(0)=0
/ m'y (t)
¢ ) mX(t) t=0
2 m m'! _Im 2 e
). L"(0) = ﬁlOg(mX(O)) _ x(?) Xﬂ(j%z(t)[ (1)) B 1(1)1 0 _ )

t=0
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log(m. mx, (t)) =log [mx(t/v/n)]" = nlog(mx(t/v/n)) = nL(t/\/n) = L(tl//\f)

TR UAYD A CAVID [ U

n—00 1/n n—00 —n—2
/
_ g EW/ V)
n—00 271—1/2
L't/ y/n)(—gn )
= lim

n—o0 —n—3/2 ’

t2 ¢ "
= g V)

, Regla de L’Hopital

Regla de L’Hopital

pues L”(0) = 1. Por lo tanto,

L(t/\/n) t2
log(m, %, (t) = “n — 5
y por continuidad ,
m\/ﬁXn(t) — s et/2

que corresponde a la f. g. m. de Z ~ N(0,1). Se sigue del teorema de continuidad de Lévy
que _

_ X D

Xn=——=—2~N(0,1

El teorema se concluye considerando W; = ux + ox X;.

Distribucion Original

frecuencia
600

0 200

[ T T T T 1
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< B © 8
‘O N ‘O N
c c
(] [
3 >0
g8 83
= &=
o o
I T T T 1 I T T T 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
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o
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o
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8o 83
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Figura 7: Teorema central de limite. Los valores de X,, se va distribuyendo a manera
de “campana” al rededor de u conforme crece el tamano de muestra n. En el panel central
se muestra el histograma de la distribucién original Beta(1.3,0.5).
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La figura 7 muestra el histograma de promedios al considerar muestras de tamano n =
5,20,50,100. Al aumentar el tamano de la muestra el histograma se acerca mas a una curva
“normal”. El histograma del panel superior representa la distribucién original de las X;’s,
en este caso, de una distribucion Beta.

Nota: En la préactica, basta que el tamano de la muestra n sea “suficientemente grande”
para que la aproximacién normal sea razonable. Esto es, si X, = (X1,...,Xy), y X, =
L(X +---+X,), para n suficientemente grande se tiene que

Ly = Xn\;ﬁﬂ ~N(0,1), obien, X, ~ N(u,o?/n)
., Qué tan grande debe ser n para que la aproximacién sea “razonable”? Dependera de la
distribucién de los miembros de la muestra. Para distribuciones méas o menos simétricas, una
aproximacion razonable se logra con n > 30. Distribuciones sesgadas requeriran de n > 70
a mas. Los promedios de la distribucién Beta(0.5,0,6) de la figura 8 parecen distribuidos
normal atin para tamafios de muestra n = 5.

Distribucion Original

400
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200

[ T T T T 1
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X
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< 8
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S 9 >
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X X
n =50 n =100
o
s & 8o
[} [ETe]
c C
g g
28 g
n
o o
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0.3 0.4 0.5 0.6 035 040 045 050 055 0.60
X X

Figura 8: Teorema central de limite. En el panel central superior se muestra el histo-
grama de la distribucién original Beta(0.5, 0.6).

Ejemplo : El tiempo de vida de unas lamparas se distribuye exponencial con tiempo
medio de vida de 10 dias. Tan pronto fallan son reemplazadas por otras idénticas. ;Cudl es
la probabilidad de que se necesiten mas de 50 lamparas en un ano?

Solucion: X ~ Exp(# =10). S, = Xq + -+ X,

365 — 50(10
P (S50 < 365) = P (Zn < ( )> <

= ) RTP(—1.91) = 0.028
104/50 ( )
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Ejemplo : Sea X1, X, ... v.a.i.i.d.’s con media p y varianza o2. Sean S, = X1 +-- -+ X,,,
X, = %Sn. Aproxime P (\ Xo — 1 |> c).

Solucion: Se sigue del teorema central del limite que para n grande,

Xn—
n

o=

<~ N(0,1)

Entonces,

- ¢ (s e <o)
(s 5im) - (s 75|
o(5m) -+ (5755)

=20 ()

Ejemplo : Se toma una muestra aleatoria de tamano n para determinar el porcentaje que
votard por el candidato X.
Sean X1, Xo,... va.did’s X; ~ Ber(p). Luego, E[X]| =p = pux y var(X) =p(1 —p) =
2 <1/4
ox < 1/4.

%:1—

a). Sin = 900,

—0.025
/900

P(| X, —p|>0025) ~ 20 ( ) — 26(—1.50) = 2(0.067) = 0.1336

b). P(| X, — p |> ¢) = 0.01. Determine c si n = 900.

20 ((j;\%) = 0.01

c=—z0050/vn
1
= 2.576 - 5 /v900 0.005 0.005
2 20,005 Zg.995 =2.576
=0.043 '
Note que por simetria al rededor de 0, zg.005 = —2.576 = —2(.995.

¢). Determine n de manera que P (| X,, — p |[> 0.025) = 0.01.
P (l)_(n_p‘ > 0.025) =0.01.

a/vn = a/vn
Por otro lado, z.995 = 2.576 = %?3;% Asi,
2.576 1
Vn = — =51.517 1y por lo tanto n ~ 2654

025 2
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4.5. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 4, problemas 1-19.

Textos de apoyo

Blitzstein and Hwang (2014); Hoel, Port, and Stone (1971); Mood, Graybill, and Boes
(1974); Wackerly, Mendenhall III, and Scheaffer (2008).
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5. Estimadores

5.1. Introduccion

= En esta seccién se presenta la manera de asociar “leyes de probabilidad” a observacio-

nes.

= Muchas distribuciones dependen de pocos parametros, que cuando se conocen sus
valores las distribuciones quedan completamente determinadas. Por ejemplo, si N ~
Po(\) y se sabe que A = 3, entonces la distribucién esta totalmente definida.

= Kl problema es jcomo se sabe que A = 37 La mas de las veces no se sabe y hay que

estimarlo de los datos.

= Una vez estimados los pardametros se debe revisar qué tan bien la distribucién estimada
ajusta los datos. (Pruebas de bondad de ajuste.)

= En esta seccion se verdn ciertos métodos de estimacién y algunas de sus propiedades.

Ejemplo: Ajuste de datos Poisson®

La tabla 1 muestra la emisién de particulas radioactivas en intervalos de 10 segundos.
N = 1207 intervalos (independientes). 18 de ellos tuvieron 0, 1 o 2 emisiones; 28 de ellos

tuvieron 3 emisiones; 56 tuvieron 4; ...5 intervalos tuvieron 17 o mas emisiones.

Tabla 1: Numero de intervalos observados y estimados con un numero n de particulas

emitidas.

n  Observados Esperados 2
0—2 18 12.2 2.76
3 28 27.0 0.04
4 56 56.5 0.01
5 105 94.9 1.07
6 126 132.7 0.34
7 146 159.1 1.08
8 164 166.9 0.05
9 161 155.6 0.19
10 123 130.6 0.44
11 101 99.7 0.02
12 74 69.7 0.27
13 53 45.0 1.42
14 23 27.0 0.59
15 15 15.1 0.00
16 9 7.9 0.15
17+ 5 7.1 0.62
1207 1207 9.05

Si supone que la emisién de particulas sigue aproximadamente un distribucién Poisson
con A, el niimero medio de emisiones por intervalo (de 10 segundos), entonces la probabilidad

de tener k£ emisiones es

me=P(X =k) =

*Rice (2007).

A

kef)\

k!

k=0,1,2,...
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El promedio observado de emisiones por intervalo de 10 segundos fue A = > kini/N =
8.392°

Note que las frecuencias observadas en los N = 1207 intervalos serdn distintas si se
volviese a observar otros tantos intervalos. Es la misma situaciéon al lanzar 20 veces una
moneda. Dos series de 20 volados no tienen porque tener la misma secuencia de aguilas
y soles. Una segunda sucesién de intervalos seguramente tendria un ntimero promedio de
emisiones distinto, digamos Ao Luego, dependiendo de la serie de observaciones tendriamos
distintos valores correspondientes a A. Entonces, a su vez, A es una variable aleatoria y su
distribucion se conoce como distribucién muestral.

Ahora, la pregunta es jcémo evaluar la calidad del ajuste? Es decir, observados las
N = 1207 intervalos, ;su distribucion se parece efectivamente a la de una distribucién
Poisson? Si la respuesta la creyésemos afirmativa, entonces para un valor de emisiones
elegido k, en N ensayos se esperarian e = Nm. Intuitivamente pareciera que una medida
de la bondad del ajuste pudiera ser

oy local 1)

donde el indice ¢ se refiere al niimero de “casilla” donde se comparan los valores esperados
e; con los valores observados o;.

Note que si la distribucién del nimero de emisiones X fuese efectivamente Poisson con
A = 8.392, entonces, por ejemplo py = P(X = 4) = 0.047 y en N = 1207 realizaciones
esperarfamos ¢4 = Npy = 1257(.047) = 56.6 emisiones. Los conteos esperados y correspon-
dientes sumandos de la expresién (1) se muestran en la tabla 1.

Se puede mostrar, no en este curso, que bajo ciertas condiciones, el estadistico S
(funcién de la muestra que no depende de pardmetros desconocidos) de la expresién (1)
sigue asintdticamente una distribucién x2_;. Si A no se conoce y hubiera que estimarlo,
entonces S ~ X%_ s_1, donde n es el nimero de casillas donde se compara lo esperado con
lo estimado (n = 16) y k es el nimero de parametros estimados de la muestra (k = 1).
En nuestro ejemplo, S = 9.047, que, si suponemos que sigue una distribucién 2, con
v=16—-1-1=14, P(x3, > 9.047) = 0.828. Esta tltima probabilidad se interpreta como
la probabilidad de ver el estadistico observado o algo mas extremo. En nuestro ejemplo, con
el valor-p de 0.82, concluimos que no es extrano lo observado y aceptariamos el modelo
de la distribuciéon Poisson con A = 8.392. Por otro lado, si por ejemplo, consideramos
que A = 8.75, el correspondiente estadistico S = 30.186 con un valor-p de 0.007, que se
interpretaria como que la probabilidad de observar S = 30.186 o algo mayor es un evento de
probabilidad de apenas 0.7 %, lo que haria sospechar sobre la validez del modelo propuesto,
a saber, X ~ Po(8.75). La figura 9 muestra las frecuencias observadas y esperadas para los
dos casos mencionados anteriormente. La figura 10 presenta la funcién de densidad de la
distribucién x2, y localiza los estadisticos observados y correspondientes valores-p.

SResultado A = 8.392, tomado del libro de texto. Nuestros cdlculos arrojan A = 8.370.
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Figura 10: Densidad 3, indicando los valores de los estadisticos observados y sus corres-
pondientes valores-p, S = 9.034(0.829) y S = 8.75(0.007) correspondientes a los pardmetros

~

A =28.392 y A = 8.750, respectivamente.

5.2. Principios de estimacién puntual

De manera muy somera se puede suponer que

= Probabilidad. Supone que el modelo es conocido y uno se pregunta por las proba-
bilidades de ciertos eventos.
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» Estadistica. A partir de la salida de un experimento (observacién, muestreo) se desea
conocer los valores de los pardmetros o el modelo (de distribucién) mismo.

Modelos estadisticos.

X ~ f,con f. d. p., £ m. p., f p.a. o funciéon de distribucién, representan el modelo
(distribucién) estadistico. Aunque se supone que X es observable, no siempre lo es pero ain
asi se puede hablar del modelo.

En muchos casos el modelo (distribucién) depende de parametros 6 (univariado) 6 6
(vector de pardmetros). Se supone por ejemplo que # € © C R (8 € © C€ R¥), con O el
espacio de pardmetros.

Si X ~ f(x;0), entonces

= Po(A) = [, f(x;0)da;

» Fy[X] :fof($;9)d$;

= varg(X) = Eg[X?] — E2[X].
= ctcétera.

Los modelos pueden ser indexados por un vector de parametros finito y en ese caso se dice
que es un modelo paramétrico. Si no es posible se dice modelo no paramétrico con ©
de dimensién infinita.

Si para un modelo y pardmetro 6 dado corresponde una distribuciéon Fy, podria ser
que f2 # 6 pero que Fp, = Fp,, por lo que podria tener un problema de estimacién.
Supondremos que si Fp, = Fy, = 01 = 0. Esto es, el modelo es identificable. Parametros
de modelos identificables se dicen estimables.

Ejemplos.
» X =(X1,...,X,) m a. de X ~ Po()).

A=A

., A€ A =RT espacio de pardametros

flz;A) =

z!

= X m. a.de X ~ F, continua pero desconocida. En este caso, el espacio de parametros
seria el espacio de funciones continuas que no pueden ser indexadas por parametros.
Luego el modelo es no paramétrico.

» X una m. a.de X ~ F, con f. d. p. f tal que f(x — 60) desconocida pero que satisface
f(z) = f(—z). El problema es no paramétrico pero depende también de 6 por lo que
se dice semi-paramétrico.

» X = (Xy1,...,X,) v. a’s independientes normales con E[X;] = By + Siti + Sasi,
i=1,...,n. s;,t; conocidas. var(X;) = 0. © = {(Bo, 1, B2,02) : Bi € R,0? > 0}, el
espacio de parametros. El modelo (la parametrizacién) es identificable si y solo si los
vectores zg = 1, z1 = t, zo = s son linealmente independientes.

5.3. Estimacién de parametros

Suponer que una poblacién X puede ser modelada mediante una ley de probabilidades
puede darse por distintas razones:

= Razonamiento tedrico. La teoria dice que la variable observada X puede distribuirse
de acuerdo a cierta ley. Por ejemplo, la distribucién del error o variacién modelada
por la normal de acuerdo a Teorema Central del Limite.
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= Razonamiento empirico. La teoria dice que la variable observada puede aproxi-
marse razonablemente mediante cierta ley. Por ejemplo, la distribuciéon Poisson en la
emisién de particulas radioactivas.

= Ajuste empirico Las observaciones son aproximadas mediante una ley sin teoria que
respalde tal aproximacion. Por ejemplo, usar la distribucién Gamma para aproximar
la precipitacion pluvial.

Recuerde, si X = (Xi,..., X, ) es una muestra aleatoria de tamafio n de la poblacién X,
S = S(X) es un estadistico si S es funcién de la muestra que no depende de pardmetros
desconocidos.

Se supone que la poblaciéon de interés X es modelada mediante la distribucién pa-
ramétrica f(x,0), donde @ = (61,...6;), es el vector de parametros. Se ha visto que un
estimador 6 es en general un estadistico que aproxima el valor del pardmetro 6, usual-
mente desconocido.

Definicién : Suponga que X sea modelada por la f. d. p. f(z;80), donde 8 = (04, ...,0%),
es un vector de pardmetros. 8 € © = {6 : 6 es un valor factible}, es el espacio de pardme-
tros.

Ejemplo :
» X ~N(p,0%).0=(u,0) cRxRT =06.

» ¥ ~ Gamma(a, 3). 0 = (o, 8) e RTx RT = O.

Definicién : Un estimador 6 es una regla, generalmente funciéon de la muestra X, que
aproxima el valor real, pero desconocido, del vector de parametros . Decimos que é(X )
es un estimador del parametro 6 y é(X ) tiene una distribucién nombrada como la distri-
bucién muestral. Dada la muestra observada @ = (z1,...,x,), 8(x) se dice que es una
estimacion de 6.

Definicién : Sea X ~ f(x;0) y suponga el parametro ¢ univariado y é(X ) estimador de
0. Se define el sesgo del estimador 6 por

sesgo(f; 0) = Bias(0;60) = B(0;6) = E[) — 0]

Se dice que 6 es un estimador insesgado si B(A) = 0, o bien, E [é(X)} =0.

Definicion : La desviacién estandar de un estimador se conoce como error estandar del

estimador.
ee(f) = y/var(0)

El error estandar de un estimador es una medida de lo preciso (variable) del estimador.
La figura 11 muestra el caso de un estimador preciso pero sesgado (panel izquierdo); un
estimador insesgado pero impreciso (panel central) y el caso de un estimador ideal: insesgado
V preciso.

Definicién : Sea X = (Xj,...,X;) una muestra aleatoria de X ~ f(z;0). Sea 0 =0(X)
un estimador del parametro 6. Se define el error cuadratico medio de 6 por

ECM(f) = E [(é - 9)2]
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sesgado impreciso ideal

Figura 11: Estimadores. El panel de la derecha muestra estimaciones de un estimador del
parametro 6 ideal: insesgado y preciso.

Proposicién : Sea X una muestra aleatoria de X ~ f(z;6). Para todo estimador 6 de 6,
se tiene que

ECM() = var(f) + sesgo®(0)

Demostracion:

0

[(6—E6) + (B - 9))}2]

0 — £0)?) + E[(E — 0)?] + 2(Ef — O)E[) — EF]
(

pues el E[§ — Ef] = 0 y E[(Ef — 0)?] = sesgo?(6).

Definicién : Sea 0,0,... una sucesién de estimadores de 6. Se dice que {0,} es un
estimador consistente de 6 si o,
0, — 0

Esto es, si para todo € > 0, se tiene que ]P’(\én — 6| > €) — 0. En general, 0,, BN(Xn)7 donde

X, =(Xy,...,X,) es una m. a. de tamano n.

Definicién : {f,} se dice consistente en error cuadratico medio si

ECM(6,,) = E[(§ — 6)?] — 0
Esto es, si para todo € > 0 ECM(6,,) < €, para n > N(e).
Proposicién : Si {én} es consistente en error cuadratico medio, entonces Var(én) -0y
sesgo(#) — 0.
Demostracién: ECM(6,,) = var(6,,) + sesgo®(6,)) — 0, entonces cada uno de los sumandos
se va a cero por ser ambas cantidades positivas.
Proposiciéon : Si {én} es consistente en error cuadratico medio, entonces es consistente.
Lo contrario no es necesariamente cierto.

Demostracion: Se sigue de la desigualdad de Chebyshev,
var(, — 0)

P(]én—e\ze)g 5 —0
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Comparacion de estimadores

Una manera de comparar estimadores es mediante el error cuadratico medio. Se prefiere
61 sobre 63 si ECM(6;) < ECM(62). Si ambos estimadores son insesgados, tal comparacién
se reduce a elegir aquel estimador con menor varianza.

Deﬁniciér~1 : Sean 671 y 52 dos estimadores insesgados de 6, Se define la eficiencia de 0~2
relativa a 61 por

Se dice que 0 es més eficiente que 0y, si eff(y,0;) > 1.
En ocasiones las varianzas son de la forma

var(f1 (X)) = ) @

Lo var(6y(X,)) =

C
n n

En este caso, la eficiencia se define como el cociente entre los tamanos de muestra para
hacer que ambas varianzas sean iguales.

Definicién : Sea X,, = (X1,...,X,,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;0), un estimador
T¢ = T*(X,,) del parametro 7(6) se dice que es un estimador insesgado de varianza
minima (UMVUE, uniformly minimum-variance unbiased estimator), si y solo si,

i) E[T}] = (0).

i) varg(T)) < varg(T),), para todo T,,, estimador insesgado de 7(6).

Cota inferior de Cramér-Rao.

Teorema (CICR): Sea  un pardmetro, 7 una funcién real diferenciable y 7(6) un pardme-
tro definido en términos de 6 por 7 = 7(#). Sea T,, = T'(X,,) un estimador insesgado de 7.
Entonces, bajo condiciones de reqularidad’

['(0)]”

varg(Ty,) >
' nlEg [(gelog f(X;@))Q}

(2)

La igualdad se cumple si y solo si existe una funcién, digamos K (6, n) tal que

% log f(Xn;0) = K(0;n) [T(X,) — 7(0)] (3)

La expresion (2) se conoce como la desigualdad de Cramér-Rao y el lado derecho de la
desigualdad como la cota inferior de Cramér-Rao (CICR).

Ejemplo : Sea X, = (X3,...,X,), una m. a. de X ~ Exp(}). Luego, E[X] =1/A =7y
considere T,, = T(X,) = X,, estimador insesgado de 7. Por mostrar que T, alcanza la cota
inferior de Cramér-Rao.

s f(z;A) = e
» Sea {(\;z) =log f(z;\) =log A — Ax.

"Condiciones apropiadas de suavidad, de acuerdo a ( ).
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g %K(A;x):%—x.
, 2
. (a%ﬁ()\;x)) =5 — 2% +22
, 2
. E[((%E(A;X)) ] R e

Por otro lado, sea 7(\) = 1/A. Entonces, 7/(\) = —1/A? y (7/(\))? = 1/A%, por lo que la
desigualdad de Cramér-Rao queda
/A% 1

var(T,) > e =—3

Se tiene también que var(T},) = var(X,) = var(X)/n = 1/71—)‘2 Esto es, se alcanza la CICR.
Finalmente, note que

) "9 - 1
o 108 f(X;0) = Z; oy log f(Xi;0) = n/A - X;X =-n (Xn - A)

con K(\,n)=-ny (T(X,) —7(\) = (X, — 1/)) de la expresién (3).

5.4. El método de momentos

Sea X ~ f(z;60). Recuerde que el m-ésimo momento de X (o de la distribucién de X)) es
pr = E[X"], siempre que el valor esperado exista.
Suponga X,, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de la poblaciéon X. Se define el

n
- 1 r
r-ésimo momento muestral por m, = — g X;
n
=1

En este caso, pareceria intuitivo ver a m, como un estimador de pu,. Si, por ejemplo,
k = 2y se tiene el vector de pardmetros @ = (61,602) v 6; = hi(p1, p2), i = 1,2. Entonces,
por el método de momentos se estimaria

01 = hi(mi,me) vy 0y = ha(my, ms)

Resumiendo: la estimacién de parametros por el método de momentos involucra el prin-
cipio de sustitucién de acuerdo a ( ):

= Encuentre las expresiones que relacionen los momentos tedricos con los parametros a
estimar. Exprese los pardmetros en términos de los momentos.

= Calcule los momentos muestrales de bajo orden que sean necesarios en el punto ante-
rior.

= Sustituya los momentos muestrales en las expresiones del primer punto. El resultado
son los estimadores de momentos (EMM).

Ejemplo : Sea X, = (Xi,...,Xy) una m. a. de X ~ Po()).
p =E[X] =X m; =137 X; = X,. Entonces, Ay = X.

Note que el estimador A es insesgado pues E[A] = E[X] = A. Ademds, var()) = var(X) =
A/n. Finalmente, su error estandar, ee(A) = \/\/n estimado a su vez por v/ X /n.

Ejemplo : Sea X,, = (X1,...,X,) una m. a. de X ~ N(u,o?).
Entonces, i1 = p1y po = p? + 0% my = %ZXI y mo = %ZXZZ . Entonces,
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] ﬂ:m1:X
sl =my—mi=L13 X2 - X?=15(X;, - X)%

Note que fi = X es un estimador insesgado de p con un error estdndar ee(X) = o //n.

Por otro lado, si 62 = 2=152 con $? la varianza muestral, entonces E[6?] = 2=LE[S?] =

”7_102, por lo que 62 es un estimador sesgado de la varianza 2. Su error estdndar

ce(52) = \/Var (n; 1S2> - ‘f 2(n — 1)

S? ~ x2_4, por lo que var(S?%) = ﬁ?(n —-1).

o2

pues

Ejemplo : Sea U,, = (Uy,...,U,), una m. a. de U ~ Unif(0, #), con § > 0.

Entonces, u1 = E[U] = g. my = %Z U; = U. Y por lo tanto, O = 2U, lo que puede
dar lugar a estimaciones absurdas si, por ejemplo, U,y > 2U = 6.
Ejercicio®: El angulo 6 en que un electrén es emitido se puede modelar mediante un f. d.

p. dada por
1+azx
fla;a) = —

para algin |a| <1y donde x = cos . Consideraciones fisicas sugieren que |a| < 1/3.
X, =(X1,...,Xp) una m. a. de X. Muestre que Gy = 3X.

Ty ()

Proposicién : Los estimadores por el método de momentos son estimadores consistentes.
Sea 6, = 0(X,,) el estimador por el método de momentos del parametro 6. Entonces, bajo
condiciones razonables

~ P

0, — 0
Esto es, para todo € > 0, P(\én — 0] >¢)— 0.

Demostracion: Se basa en la Ley de los Grandes Nimeros y el teorema del mapeo continuo.

Ejemplo : Considerelam. a. Y = (Y1,...,Y,) de Y ~ Ga(a, 3), con a y 3 los pardmetros
de forma y escala respectivamente. Entonces,

» my = =E[Y]=ap
- M2 = o = E[Y?] = af? +a2B? = af?(1 + a)
Resolviendo el sistema para o y £,

m? mg —m? G2

Qpay = —— == Yy Bem=—""=+5
me —m? 2 mq Y
El problema ahora seria determinar la distribucién (muestral) de los estimadores & y .
Una manera de evaluar (aproximar) a su vez el sesgo y el error estdndar de los estima-
dores es mediante la simulacién Monte Carlo.

®Rice (2007).
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Figura 12: Histogramas de estimaciones de los pardmetros de forma « y escala (5, de
una distribucién gamma por el método de momentos. Los intervalos estan centrados en el
promedio de estimaciones y son de amplitud 2 desviaciones estdndar.

A saber, en este ejemplo se simula una gran cantidad (N) de muestras aleatorias de
una distribucién Gamma del mismo tamano n de la muestra original Y y de pardmetros de
forma agyy y de escala BEMM.

Sean pues Yi,..., Yy, las N muestras simuladas. Por ejemplo, la j-ésima muestra seria
Y; = (Yj1,...,Y}n) Y con base en esta muestra se obtendrian las correspondientes estima-
ciones &; y Bj- Finalmente, si definimos ji y & como la media y varianza de los estimadores.
Asi,

1Y 1L
ﬂ&:NZd] 'ELB:NZ&

7j=1 7j=1
A=l =i
oé—N. j — Ma B_N, j M3

Il
_

Jj=1 J
Esta manera de estimacién por simulacién (Monte Carlo) de muestras se conoce como
bootstrap. Uno de varios métodos de remuestreo. La figura 12 muestra los histogramas de
las estimaciones & y /3 para una simulacién de N = 10,000 muestras de tamafio n = 30 de
una distribucién Ga(a = 2.01, 5 = 0.44).

Nota: La consistencia de los estimadores 6 se justifica por

S5 = ee(f) =5 7(0) = stdev(d) = h(f)

Esto es, lim 9 —1 cuando o(0) es una funcién continua h de 6, pues 0L, 0, por LGN

n—o0 ee(@)

y o(f) il o(0) por el teorema del mapeo continuo.

5.5. El método de maxima verosimilitud

Ejemplo’: Suponga una urna con bolas blancas y negras en una proporcién entre ellas
de 3 a 1, pero no se sabe cudl es mas numerosa. Para determinarlo se llevan a cabo n

’ (1974).
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extracciones independientes con reemplazo. Si X denota el niimero de bolas negras en las
n extracciones, X ~ Bin(n,p) con p =1/4 6 p = 3/4. Para n = 3 se construye la siguiente
tabla de probabilidades:
P 0 1 2 3
3/4 | 1/64 9/64 27/64 27/64 |1
1/4 | 27/64 27/64 9/64 1/64 |1
Por ejemplo, P(X = 1;p = 3/4) = 9/64, mientras que P(X = 1;p = 1/4) = 27/64.
Si en las tres extracciones salen 0 6 1 bola negra uno se inclinaria por p = 1/4 por
tener asociadas las probabilidades més altas. Igualmente uno se inclinaria por p = 3/4 si el
nimero de negras fuera 2 6 3.

Definicién : Sea X = (X1,..., X)) un vector aleatorio (muestra) con funcién de densidad
conjunta f(x;0), con § € ©. Se define la funcién de verosimilitud L, como la funcién de
0 dado « igual a la funcién de densidad conjunta f(x), dado € . Esto es,

LO;x) = f(x;0), 0€©

Nota: Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de una poblacién X ~ f(z;6), con
0 € O. Dada la realizaciéon © = (x1,...,x,), por independencia queda la funcién de

verosimilitud L como
n

L(0;z) = f(x:0) = [ f(2::0)

i=1
Para cada realizacién X = x, L(0;x) es una funcién real Con dominio en el espacio de
parametros O.

Definicién : Suponga x = (z1,...,x,), una muestra observada de X ~ f(a;0) se define
Oenv, €l estimador de maxima verosimilitud de 6 por

Borry = arg {sup L(b; a:)}
0cO

Un estimador de maxima verosimilitud (EMV) de 6, es un estadistico S(X) = Opuv,
si sobre 6 € ©, sup L(9, X) = L(S(X), X).

Definicién : Sea x = (x1,...,x,) una muestra observada de X ~ f(x;0). Se define la
funcién log de verosimilitud por

(0;x) =log L(6; x)

Si la muestra x es aleatoria,

£(0:) = og L(9: ) = 3" log f(z:36)
=1

Nota: Si é(az) maximiza la funcién de verosimilitud L, por monotonia creciente de la funcién
logaritmo # también maximiza la funcién log de verosimilitud £.
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Ejemplo : Considere X = (Xi,...,X,) una m. a. de X ~ Po(\). Entonces f(z;\) =

NC r=0,1,2,.. y
xZ:

L\ @) = f(x; \)
=TI r@sN)
= AZriemm) T !

() = log)\in —nA— Zlogmi!

ol 1
xRt

En este caso, se puede maximizar el log de la verosimilitud ¢ derivando (con respecto a A) e
igualando a cero para resolver con A\pyv = X, que en este ejemplo coincide con el estimador
del pardmetro A por el método de momentos Agyy. Luego, se tiene que

L(z;x) > L(\;x), paratodo A >0

Notas:

1. No siempre se puede obtener el estimador de maxima verosimilitud por derivacién,
por ejemplo, cuando la funcién no es diferenciable o debido al espacio de pardmetros.

2. Los estimadores de maxima verosimilitud no son necesariamente insesgados.

3. Los estimadores de maxima verosimilitud no son tinicos necesariamente.
Ejemplo : Sea T' = (11,...,T,,) una m. a. de T' ~ Exp(#), donde § = E[T] para algun
0 > 0. Luego f(t;0) = se~*/%1p (t). Entonces,

L(0,t) = f(t;0)

=[] f:0)

— g e Lt
0(6;t) = —nlog EZt»
) - n Og 9 1

ol —n 1
5= 7 Tt

Nuevamente, igualando la derivada a cero y resolviendo para 6, se tiene que
1 n
HEMV = E Z; ti=1
1=

Nota: En este caso, si T' ~ Exp(\), con E[T] = 0 = 1/)\. Entonces,
1

Apmv =
EMV
por el principio de invarianza de los estimadores de maxima verosimilitud y que se vera
mas adelante.
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Ejemplo : Sea U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(0, #), para algun 6 > 0. Luego,
flu;0) =11 (0,0)(u) y se sigue que

w) =[] f(ui;0) = 07" [ [ 10,0 (wi)
=1

Note que
n ' .:
L(Hu):{0 si, 0 <wu; <0, paratodoi=1,...,n

0  en caso contrario

Luego, la funcion de verosimilitud L serd mayor mientras mas chico sea 6 pero siempre y
cuando sea mayor que todos los u;’s. Entonces, gy = U(n) pues

0>0

max{Uy,...,U,} = arg {sup L(G;u)}

En este caso, la maximizacién de la funcién de verosimilitud no fue por derivaciéon y no
ayudaria el uso del log de la verosimilitud. Por otro lado, note que la distribucién muestral
del estimador corresponde a la del n-ésimo estadistico de orden, el maximo de la muestra.

Ejemplo : Considere X = (X1,...,X,,) una m. a. de X ~ N(u,0?). Sea @ = (u,0) € © =
R x RT. Luego, la funcién de verosimilitud y log de la verosimilitud estdn dadas por

H 2no ‘ 2212 o

n

1
00;x) = —g log(2m) — nlogo — 252 Z(mZ
o

funciones suaves en 8 € © conjunto abierto por lo que derivando e igualando a cero permite
la localizacién del maximo.

o 2 L
o no 1 e o 1 N2
o= ot @@ =0=8"= 10 (wi—p

Note que fig = X es un estimador insesgado de 1, pero 62, = = > (X; — X)? = 2=18% es
sesgado pues E[6%] = 152, Ademds, la distribucién muestral de /i es N(u, 0?/n) mientras

~2 g2 2
que 0% ~ X5 q-

Ejemplo : Considere ahora U = (Uy,...,U,) una m. a. de U ~ Unif(d — 3,0 + 3). La

funcién de verosimilitud estd dada por L(0;U) =[]\, Lig_1 94 1y(Ui). Luego,
2? 2

0 en caso contrario

(0,u):{ 1 sif-L<u<o+l i=1,...,n

Entonces, la funcién es maxima si para todoi=1,...,n, 0 — % <u; <0+ 2 Esto es, siy
solosi@ﬁui—i—%yui—%S9,yestoocurresiysolosiu(n)—%SHS ()—1—2 Luego, el
estimador fgyy serd todo valor de 6 en el intervalo (U(n) — %, Uny + %) Se concluye que los

estimadores de méaxima verosimilitud no son necesariamente tnicos.

Ejemplo : Considere Y = (Y7,...,Y,,) una muestra aleatoria de una poblacién modelada
mediante una distribucién gamma con parametro de forma «, S parametro de escala y
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A = 1/ pardmetro tasa. Entonces, por ejemplo, el vector de pardmetros es 8 = (a, ) en
el espacio de parametral © = RT x RT.

Luego, f(y;0) = my“_le_y/ﬁlW (y) con E[Y] = af y var(Y) = af?.

Sea m, = %Z?:l Y, el r-ésimo momento muestral. Luego,

p=pp=m

o =ap?=my—m?

y resolviendo para « y [ se tienen los estimadores por el método de momentos

2 2
- m ~ mo —m
Qpvm = 712 Yy Beuu = 21
ma —my mq
Ahora bien,

n

H a 1 —y]/ﬂ

_ naF—n <H yj> e %Zyj
Ua, B;y) = —nalog 8 —nlogl'(a) + (e — 1) Zlogy] Zyl

Derivando la funcién log de la verosimilitud e igualando a cero se tiene el siguiente sistema

o

0~ logﬂ—nF —|— E logy; =0 (4)
or na

BB E (5)

De la ecuacién (5) se sigue que fgyy = —, mientras que de la ecuacién (4) se tiene la

o <

siguiente ecuacién
I«
() + E logY; =0

I'(a)

cuya solucion arrojaria &, el estimador de méaxima verosimilitud del pardmetro de forma.
Note que la ecuacién anterior no tiene una solucién analitica, por lo que no hay una

expresion cerrada para dgyy, pero se puede resolver numéricamente y se dispondrian asi de

estimaciones de « y consecuentemente para 3.

—nlogY +nloga —n

Ejercicio 'V:. Sea X = (X1, ..., X,) una muestra aleatoria de X ~ Unif(u—+v/30, u++/30).
Encontrar los estimadores por el método de momentos y por el de méxima verosimilitud
del vector de pardmetros 0 = (u,0) € © =R x R*.

Ejemplo : Suponga que X = (Xi,..., Xk) es una muestra aleatoria de tamano n de una
poblacién X ~ Multinomial(n;p1, ..., px). Entonces,

) — n T Tk
f(a;p) <$1 o xk)m Py,
donde n = Zle T yl= Zle p;. Entonces, la funcién log de la verosimilitud
{(p;x) =logn! — Zlogwi! + sz log p;

10 ( )
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Note que maximizar ¢(p;x) sobre el espacio de pardmetros impone la restriccién p; > 0y
que »_ p; = 1. Luego, se ha de resolver el problema

méx {(p;x)
P
sujeto a Zpi =1

Para esto, se puede construir el lagrangiano

L(p; A) =logn! — Zlogzi! + Zazz logp; + A (Zpl — 1)
con A como el multiplicador de Lagrange y que da lugar al sistema

0L(p;N)  X; 0L(p; )
s o + A =0, B sz 0

con solucion

X; X . ] i
;= =—, ¢=1,...

pl Z Xj n b ) b

A~

Modelo de Equilibrio de Hardy-Weinberg'!

De acuerdo con la Ley de Hardy-Weinberg, si las frecuencias de los genotipos estan en

equilibrio, los genotipos AA, Aa, y aa, ocurren con una frecuencia mostrada en la tabla
g AA Aa aa
fla—6e2% 200-6) 62
En una muestra aleatoria (Hong Kong, poblacién china, 1937) se encontré la siguiente

distribucién en el tipo de sangre:
g| M MN N | Total
f 1342 500 187 | 1029

Interesa el parametro 6. Para esto se tienen varias formas de estimarlo. Por ejemplo,

6 = \/% = 0.4263. Sin embargo, pareceria que este procedimiento ignora la informacién

de las otras celdas.
Alternativamente, si asumimos el modelo multinomial, X ~ Multinomial(n, p).

(6, x) =logn! — Zlogwi! + sz log p;
=logn! — Zlog:ci! + z1log(1 — 0)? + 2910g 26(1 — 0) + x3log #*
= K + (2x1 + x2) log(1l — 0) + (z2 + 2x3) log 6 4+ 22 log 2

o00,x) 1
Top C Bmtr)iTy

1
+ (J:Q + 21}3)5

Que igualando la derivada del log de la verosimilitud a cero y resolviendo para 6

0o x9 + 223 a2 +2x3 5004 2(187)
YT 0m + 2004+ 223 - 20 2(1029)

= 0.4247

En este caso, para determinar el error estandar del estimador se usaria bootstrap.

11 ( )
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Datos censurados'?

Sea T = (T1,...,T,) una muestra aleatoria de T" ~ Exp()\). A\ es el parametro tasa
de la distribucién tal que E[T] = 1/\. Suponga por ejemplo que 7' denota el tiempo de
procesamiento de un trabajo industrial con un tiempo medio de 1/A.

Lxt) = [[re
((Ast) =nlogh =AY 4

ol(\t)  n .
oN A -2t

Nuevamente, igualando a cero al derivada del log de la verosimilitud y resolviendo se tiene

~ n _
)\EMV - <, - 1/t
>t
Suponga ahora que los trabajos que se observaron hasta un tiempo 7 fueron los primeros
m y lo tinico que se sabe de los ultimos n — m es que duraron més de 7. En este caso, la
funcién de verosimilitud queda

Lt =[] resn I P>
=1 j=m+1

= \me A Xim i [1 - F(r)]"T"
_ Ame_)‘zril t; {6_)\7} nem
((Ast) =mlog A — A t; — Ar(n —m)
=1
8)\ = \ £ i TN m

Igualando a cero y despejando para A se tiene

5\ . m

12 ( )

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34



Apuntes para Estadistica Matematica 51

5.6. Principio de Invarianza de EMV
Con el apoyo de ( )y ( ).

Sea X = (Xi,...,X,) muestra aleatoria de X ~ f(z;6),0 € © CR yseaT =7(0) €
T C R una transformacién de 6.

Proposicién : Sea f = 0(x) un estimador de méxima verosimilitud (EMV) del pardmetro 6
de f(x;0) con 8 € © C R. Si el pardmetro 7 = 7(f) es una funcién invertible de 6, entonces
el EMV de 7 es 7 = 7(0).

Demostracion:
L(#,)= sup L(r;x)= sup L(#;xz)=L(0;x)
{reT} {6:7(0)=7}

La propiedad se puede extender a un vector de parametros 6 y una funcién no necesaria-
mente uno-a-uno. Por ejemplo, sea o2 la varianza de una distribucién Bernoulli pardmetro
de éxito p. Entonces, 02 = p(1 —p) que no es funcién uno-a-uno de p, pero como se ha visto,
p=Xyel EMVes 62 =z(1 —T).

Considere ahora @ = (0y,...,0;) € © C R* y sea 7(0) = (11(0),...,7.(0)) € T C
R", 1 <r <k Sea M(t;x) = sup L(0;x). El estimador de maxima verosimilitud

{6:7(0)="}
7 maximiza la funcién de verosimilitud inducida por 7, M(7;x). Esto es, 7 es tal que
M(7;x) > M(7;x), para todo 7 € T

Proposicién : Sea 6 = (01, ...,0;), con 9 = é (X)) un estimador de méxima verosimilitud
del vector de parametros 8 de f(x;0). Sea T(AH) = (11(0), ..., 7(6)). Entonces, el estimador
de méxima verosimilitud de 7(0) es 7 = 7(0) = (11(0), ..., 7-(0)).
Demostracién: Sea 6 = (él, . ,ék) un EMV de 6. Entonces,
M(r,z)= sup L(6;x)
{6:7(6)=")}
< sup L(6;x)
{6c6}
= L(6; )
= sup L(6;x)
{0:7(6)="(0)}
= M(7(6); @)

Resumiendo: si 6 es un EMV de 8 y 7 = 7(8), entonces + = 7(0) es un EMV de 7.

Ejemplo : Sea X una m. a. de X ~ N(u,0?). § = E[X?] = 1 + o2, Entonces, el EMV de
0 es

N - 1
0=X+ X; — X)?
_3 (X -X)
5.7. Teoria de grandes muestras para EMV

Ejemplo : Considere X,, = (X1,...,X,) una m. a. de X ~ Geom(f) con # € © = (0,1) y
f. m. p. dada por

f(x;0) =0(1 —0) 104, 3(2)
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con E[X]=(1-0)/0 =01 —1yvar(X) = (1—6)/6?> = 60~2(1 — 9). Entonces,
L(0,x) = 0™ (1 — )=
((6; ) = nlogh + » x;log(1 - 0)

olb;x) n 1 '
o — gt

De donde se puede ver que el estimador de maxima verosimilitud es 6 = 1
n
Ahora bien, se sigue del teorema central del limite que

X, 120
h 0| 2z o N(,1)
T

por lo que,
NG (Xn (0! - 1)) ZN (o, 021 — 9))

Considere ahora h(x) = 1/(1+ ), luego h'(z) = —1/(1+x)%. Se sigue del método delta
que var(h(X)) = (W (ux))?0%, por lo que

o2 1-0
o\ X _ 2 — 02(1 —0)/n
var(h(X,)) = Trug )t~ - (1 . 150)4 =0°(1-0)/

Por lo tanto, puesto que 0,, = h(X,) se sigue del teorema del mapeo continuo que para n
grande

V(b — ) = v/n (h(Xn) — (6! - 1)) ZN (o, 02(1 — 9))
o bien, para n grande se tiene

0,, ~ N(6,0%(1 — 6)/n)

En general, bajo ciertas condiciones razonables los estimadores de maxima verosimilitud
son estimadores consistentes.

En esta seccién se presentara también el concepto de varianza asintética y se mostrara
que para muestras grandes los estimadores de maxima verosimilitud se distribuyen aproxi-
madamente de manera normal.

Las demostraciones formales de los resultados antes mencionados son muy técnicas.
Aqui se presentaran versiones heuristicas y poco detalladas para los casos univariados y

trabajando con muestras aleatorias (v.a.i.i.d.). Vea por ejemplo ( )y ( ).
Para mayor formalidad y detalle consulte ( ),
(1988) o (1977).
Sean,
» X, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién X ~ f(x;8)
con 6 € ©.

» L(0;x) =[] f(x;;60), la funcién de verosimilitud.
v ((0;x) =log L(0,x) = log f(x;;0) la funcién log de la verosimilitud.

Sea 0 el verdadero (y desconocido) valor del pardmetro 6. Se mostrard que 0,, = é(Xn) =
Opvv es un estimador consistente. Esto es,

0, - 0,
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Condiciones de Regularidad (CR)

Las condiciones de regularidad son en general condiciones de suavidad de las fun-
ciones relacionadas a la funcién de verosimilitud. Entre ellas esta el permitir intercambiar
el orden de integracion y derivacién. Dependiendo del resultado es la necesidad de apelar a
una o varias de las condiciones o supuestos que a continuacion se enuncian.

1) El espacio parametral © es un subconjuntos abierto de R.

11) El soporte de la densidad f(z;6) no depende del pardmetro 6.

111) 869 log f(x;0) existe para todo x y para todo 6.

0 n o
) ae/nil_llf(m;m dw:/Rnaeil_[lf(xi;H) dx

V) 59/" t(z) [ [ £(xi:0) da::/ t(a:)aaenf(xi;ﬁ) dx

n

i=1 i=1
9 2
vi) 0 < Ey <89 log f(X; 9)) < 00, para todo 6 € ©

Consistencia

Teorema : Bajo condiciones apropiadas de suavidad (CR) sobre f, los estimadores de
méxima verosimilitud (EMV) a partir de una muestra aleatoria (v.a.i.i.d.’s) son consistentes.

Demostracion: Considere maximizar
4(9 X) Zlogf (X;0)
Se sigue de la ley de los grandes ntimeros
1 P
~ D _log f(Xi;0) — E [log £(X; 60)]
con Ellog f(X;0)] = [z log f(x;0)- f(x;60)dx. Luego, se puede pensar que para “n grande”,

el valor de € que maximiza £(6; X), 0,,, esté cerca de 6, aquel que maximiza Ellog f(X : 0)].
Ahora bien, para maximizar E[log f(X;0)], se toma derivada

D [log f(X;00)] = o [ [ tox £(a:0) (e 0)o
:R/ 8— (log f(x;0)) f(x;60)dx

(z;0) f(x;60)dx

%f(l" 0)dx

= (%?/Rf(:v;é?)dx
—0

con la pentultima linea cuando 0 = 6y, lo que muestra que 6y es un punto estacionario de £
y posiblemente correspondiente a un maximo.
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Definicién : Se define la funcién score S por

S(0;x) = 88910g f(z;0) = 6896(9 x)

Proposicién : Bajo condiciones de regularidad (CR) se tiene que

E[S(0; X)]|=E [680 logf(X;H)] =0

Demostracion:
0 0
[89 log £(X : 0)} — [ 5108 Fwit) (@i 0)a
- [ s g0 S0
0
:/Raaf(a;;e)d:c
0
8H/Rf(x,@)dx
—0

Niumero de Informacion

Definicion : Se define la varianza de la funcion score como el nimero de informacion

(de Fisher).
2
I[(0) = var(S(6; X)) =E [(889 log f(X; 0)) ]

Lema : Sea I(6) el nimero de informacién de Fisher, entonces, bajo condiciones de regu-
laridad se tiene
2

10) = —E| 5

log f(X; 9)]

Demostracion: Recuerde que fR x;0)dx = 1, luego — / f(x;0)dx = 0. Note ademéds que

5yl :0) = | gy lox (w8 1(ai6) ©)
pues 889 log f(x;0) = f(l)é)aﬁf(x ). Entonces,

80/f z;0) d:c—/ [aaelogf(m 9)] F(x:0)dx

Tomando segunda derivada y empleando (6) se tiene

0= aae/ {6‘99 log f(x; 9)} F(x;0)da :/ [{f; log f(; 9)] f(x;@)dx+/ <86910gf(x 9)>2f(x;9)da:

Asi, se concluye que
2

1) = 962

log f(X 9)]
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Distribucién asintética

Teorema : Sea X, = (X1,...,X,), una muestra aleatoria de X ~ f(x;0), con 0 € O, si

0, = 0(X,) es el EMV del pardmetro §y. Entonces, bajo condiciones de regularidad se tiene
que

n1(00) (6, — 00) 2> Z ~ N(0,1)
Esto es, los estimadores de méxima verosimilitud se distribuyen asintéticamente normal. El
estimador 6,, se dice asintéticamente insesgado y se define la varianza asintética del

~ 1
estimador 6 por m.

Demostracion: Considere la funcién log de verosimilitud ¢(6; X)) = log L(6; X ). Entonces,
puesto que 6 corresponde a un méximo de £(6), se sigue que

0= £'(8) ~ '(6o) + £"(60)(8 — o)
al expandir la funcién score ¢ alrededor del verdadero valor 6. Se sigue que

. n—1/2 ﬁl(go)
V(0 —6p) ~ T 06)

Considere el numerador:

E [0 (6, X)) = \}EE [5(6,X)] =0

var(n~Y/2¢ (6, X)) = %Var (S(6, X)) = 1(6o)

Considere ahora el denominador, se sigue de la LGN,

Lo, x) =1 A, F(Xi:00) S E A, F(X:0)| = —1(6)
n 059 - n 892 g iy Y0 892 g ) — 0
Entonces,
. n—1/2£l(00)
De donde,
E[v/n(0 — 00)] ~ 0
N 1
0—06 ~ 1(6
var (Vi(f — ) ~ o)
var (é — 90> ~ 1
nl(6o)

Finalmente, note que ¢'(6p; X) = > 5(0; X;) = % log f(X;;0), por lo que se sigue del

TCL que /n/1(6p)¢ (0; X) D7~ N(0,1), y por el teorema de Slutsky,

n~Y20' 0y, X) b

nl(6o)(0 — 0p) = —/1(60) T X) Z ~N(0,1)

Corolario : 0, estimador de méaxima verosimilitud del pardametro 6y. Entonces,

AL 1
~ N _—
fn (00’ n1(90)>
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Definicion : Se define la varianza asintética de 0 por

1 1
nl(6p)  E["(6p, X)]

Note, cuando E[¢” ()] es grande, en promedio £(#) cambia rdpidamente en vecindad de
0o v la varianza del estimador 0 es pequena. O bien, “La informacion sobre 68 contenida en
L(6; X) es grande”.

Existe el resultado equivalente para el caso multivariado. El vector 6,, es distribuido
asintéticamente normal con E[0,] — 6y y cov(8,) — 1171(8y), donde

a.(0) =

2

(X; (9)i 89889 log(X; 0)]

(1(00))ij =E 6,

00;

log f(X; 9)]

5.8. Cota inferior de Cramér-Rao

En esta seccion se revisa y demuestra la desigualdad de Cramér-Rao. Para esto se
presentan los siguientes resultados.

Lema : 5
/n %Hf(xi;H)d:B =0
Demostracion:
d cr O _ 0
/naer(x“ dw— \/anmZa - 9[1]_0

Lema : 9 P

o5 L[ (@) =[] F(zi:0) 55 10g [ | £(2s:6)

00 00
Demostracion:

a0 Hf (z;0) = logm(x“)
_ osTT f(zi0) . long ;0

= Hf(m;G)@longW‘))

Teorema : Desigualdad de Cauchy-Schwarz Sea X y Y dos variables aleatorias con
varianza finita. Entonces,

EXXY] < E[X?|E[Y?]

cumpliéndose la igualdad si y solo si P(Y = 0) = 1, o bien, P(X = ¢Y) = 1, para alguna
constante c.

Teorema : Desigualdad de Cramér-Rao Sea X, = (Xj,..., X,,) una muestra aleatoria
de X ~ f(x;0). Sea T,, = T(X,) un estimador insesgado de 7 = 7(#), 7, funcién real
diferenciable de 6. Entonces, bajo ciertas condiciones de regularidad (CR),

7O
nlEy [(889 log f(X; 0))1

varg(Ty,) >
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La igualdad se cumple si y solo si existe una funcién, digamos K (6;n) tal que

9 \og f(24:0) = K(6;m) [T(wn) — 7(6)]

00
Demostracion:
0
/ e
7(6) = £57(6)
0
- %EQ[Tn]
2 (@) fla 0)dz + 0
00 ’

= /R T(m)% [ f(i;6)da - 7(9)% / [ f(@i:0)da
)

— [ 1@ )] g5 [ stasst)ie

= /ﬂ (T(a:) - 7'(9)) 889 10ng<37j§9) Hf(:r:i;é')da:

(T(X) —(0)] {(.febgnﬂxi;e)}]

Se sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz que

Ey <§9 log [ ] £(X; «9)) 2]

[7'(0)]° <Eo [(T(X) - 7(6))*]

O bien,
(9]

Eg {(389 log TT f(X; 9))2]

var(T'(X)) >

Pero, se tiene que,

) <§910gﬂf(xj;9>>

<Zaelogf Xj,eﬂ

:ZE9 <longZ,9><long],9)]
:ZEQ <logf XZ,9>2]

710gf lee ]
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pues X; y X; son independientes. Ademas,
o | g low FOX:0)| = [ | G5 lox 1(2:0)| Flasond
A og ; = 20 og f(x; x;0)dx

A %f(x; 0)dzx
0
= ae/Rf(:L‘;H)dm

En la desigualdad de Cauchy-Schwarz se da la igualdad si y solo si una de las v. a.’s es
multiplo de la otra con probabilidad 1. En este caso, se requiere que

0
55108 11 £(25:0) o< (T(n) — 7(9)
O bien, que exista una constante K = K(6;n) tal que

long xj; 0 K(0,n) [ (x) — 7(9)]

De la desigualdad de Cramér-Rao se sigue:

= Si la varianza del estimador es cercana a la CICR es estimador insesgado es “bueno”.

» Si la varianza del estimador alcanza la CICR entonces el estimador es UMVUE.

Ejemplo'®: Sea X = (X1,...,X,,) una m. a. de X ~ Po()\). Luego,

s fla ) =2 2 =0,1,2,.. ..
0 0 x
. : 1 logz!) = —1+ =
N og f(z; \) = BA( A+ zlog A — log z!) + 3
Entonces,

A A2

2X X2

E, [(8‘1 log f(X; )\))2

=1-2+—=(A+2?)

—=1/A

)\2(

por lo que el denominador de la cota de Cramer-Rao es n/\.
Por otro lado, si 7 = 7(\) = P(X = 0) = e, y T,, = T(X,,), estimador insesgado de 7,
se sigue de la desigualdad de Cramér-Rao,

|:e ] ]‘)\ 2\
T,) > = de”
var(T,) > 0 e
Note, si T, = T(X,) = 1 S0, 110y(X;) entonces E[T),] = LS PXi=0)=er=r1.
Esto es, T}, es un estimador insesgado de 7, y

1
var(T,) = Ee_)‘(l —e)

que ciertamente es mayor que la cota inferior de Cramér-Rao, Ae™2*/n!. Mds adelante se
encontrard un UMVUE para 7.

13 ( )
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5.9. Estadisticos suficientes

A principios del los afios 1920’s Ronald A. Fisher estudiaba la estimacién de o2 de una
poblaciéon normal con base en una muestra aleatoria X. Comparé la inferencia sobre o
basado en los estadisticos'*

T(X) =Y 1Xi—X| vy To(X)=) (X;-X)’

Fisher mostré que la distribucién de T1|7> = ¢ no dependia de o mientras que la de 1|1 = t,
si dependia de o. Concluy6 que T(X) capturaba toda la informacién sobre o contenida en
la muestra mientras que 77 (X)) no.

Suponga X una muestra aleatoria de X ~ f(xz;0), 0 € © y sea T'(X) un estadistico. Para
todo t sea Ay = {x € X : T(x) = t}. Los A; forman una particiéon de X. Considere ahora
la distribucién de X en el conjunto A; (condicional de X dado T' = t). Si tal distribucién
es independiente de 6, X no tiene informacién de 6 en A;, X es un estadistico auxiliar en
A;. Si lo anterior se cumple para todo A;, T(X) tiene la misma informacién sobre 6 que
X . La misma idea se presenta en el siguiente principio.

Definicién : Sea X una muestra aleatoria de X ~ f(z;6). T(X) se dice estadistico
auxiliar (ancilliary statistic) de 6 si su distribucién es independiente de 6. Esto es, si para
todo 0 € ©, la distribucién de T es la misma.

Ejercicio: SeaU = (Uy,...,U,) una muestra aleatoria de U ~ Unif(u—6, u+80). Entonces,
el rango muestral R(U) = U,y — U(y), es un estadistico auxiliar para j.

Definicién : Sea X una muestra aleatoria de X ~ f(x;6). Un estadistico S(X) se dice

estadistico suficiente para el pardmetro 6 (puede ser un vector) si y solo si la distribucién

condicional de X dado S = s no depende de 6 para cualquier valor de S(x) = s.
Equivalentemente'®, S(X) es un estadistico suficiente si y solo si, para todo S(x) = s,

fijo con f. d. p. fg,
[1f(zi;0)

fs(s:8) )

y donde h(x) no depende de #. Como consecuencia, si T'(X) es otro estadistico, dado S(x),
no hay manera que 7" pueda ser usado para hacer inferencia sobre 6, pues h(x) no depende
de ella.

Note que trivialmente la muestra misma (X7, ..., X5) o lamuestra ordenada (X, ..., X(,))
son estadisticos suficientes.
Principio de Suficiencia'®
Si T'(X) es un estadistico suficiente de 6, entonces la inferencia sobre 6 deberd

depender de X solo a través de T. Esto es, si « y y son dos muestras tales que
T(x) = T(y), entonces la inferencia sobre 6 es indistinta si se basa en « o y.

Ejemplo'”: Considere X3 = (X1, X2, X3), m. a. de X ~ Ber(p). Considere los estadisticos

14 ( )
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16 (2002).
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S(X)=X1+Xo+ X3y T(X) = X1X2 + X3. Se tiene por ejemplo que

Fx15((0,1,0)[S =1) = P(X1 = 0, X2 = 1, X3 = 0|S = 1)
P(X;=0,X,=1X3=0,8=1)

P(S = 1)
~ (1=p)p(1-p)
()p(1 —p)?
1
3

mientras que

Fxr(0,1,07 = 0) = P(X; = 0, X2 = 1, X3 = 0|T = 0)
P(X;=0,X,=1,X3=0,T =0)

P(T =0)
_ p(1 —p)°
(1 —p)3+2p(1 —p)?
_p
1+p
De esta forma se obtiene la tabla
x S=s T=t f(x|s) f(xz|t)
(0,0,0)| 0 0 1 =
1 1—
(0,0,1) 1 1 3 ﬁ
1
(0,1,0) 1 0 3 ﬁ
1
(1,0,0) 1 0 3 ﬁ
1
(0,1,1) 2 1 3 p%p
1
(1,0,1) 2 1 S 1:;217
1
(1,1,0) 2 1 3 %&p
(1,1,1) 3 2 1 1

En el ejemplo anterior note que la distribucién de X dado S = X1+ Xo+ X3 no dependen
del pardmetro p mientras que la distribucién condicionada en T'(X) = X X2+ X3 si depende
de p. S es un estadistico suficiente para p, T no lo es.

Teorema Factorizacién Neyman-Fisher '* Sea X = (Xj,...,X,) una muestra con
funcién de densidad conjunta f(x; ), 6 € ©, Entonces, S = S(X) es un estadistico suficiente
para 6, si y solo si, se tienen ¢ y h, funciones no negativas tales que

fx(x;0) = g(S(x); 0)h(z) (7)

para todo S(x) = s fijo y la funcién h no depende de 6. S y 6 pueden ambos ser vectores.
Demostracion:

“Rice (2007), (1978).
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= (Caso discreto: Suponga que S es un estadistico suficiente. Entonces,
fx(il); 6) = ]P)Q(X = :13)
=) Py(X ==,5=5)
S

pues S es un estadistico suficiente por lo que P(X = x|S = S(x)) es independiente
de 6.

Suponga ahora que fx(x;0) = g(S(x);0)h(z). Entonces, para S(x) = s,

Po(X =x|S=3s) = Iif:();:g)

_ 9(S(=);0)h(x)

2 5(y)=s I(S(Y); O)N(y)
__ ha=)

2 5(y)=s MY)

que no depende de 6. Si S(x) # s, Pp(X = x|S = s) = 0. En cualquier caso,
Py(X = x|S = s) es independiente de 6, por lo que S es suficiente.

» Caso continuo: Suponga X v. a. continua con f. d. p. f(x;60), 8 € O y tal que acep-
ta la factorizacién (7) para todo s = S(x) fijo. Defina y; = s(x) = Gi(x),y2 =
Ga(x),...,yn = Gn(x)), con la transformacién inversa H = (Hy,...,Hy), tal que
x; = H;(y). Se sigue del teorema de transformacién que

fy(y;:0) = fx (H(y);0) |[JH(y)|

Se sigue de (7) que la f. d. p. marginal de S =Y;

Fo(ss0) = [ fx (F(w):0) [T ()ldya -y,
— g(5:6) / b (HE(y))|TH (3)|dys - dy ®)
Rn—1

Considere ahora la funcién h, para s = y; = G1(x) fijo, h no depende de 6, tampoco
JH ni los limites de integracién, por lo que la integral en (8) depende solamente de
s, digamos I(s), por lo que

fs(s;0) = g(s;0))1(s)

Ahora, si I(s) = 0, entonces fg(s;0) = 0, y si I(s) > 0, g(s;0) = g(s(x);0) =
fx(s(x);0)/I(s(x)), y la factorizacién queda

f(X50) = fs(s(x);0)

y el cociente no depende de 6. Luego, S(X) es un estadistico suficiente para 6 de
acuerdo con la definicién alternativa.

Y viceversa, si S es un estadistico suficiente para 6, la factorizacién se construye
tomando a fg como la funcién g en la expresién (7).
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Ejemplo : Sea X = (Xy,...,X,) una m. a. de X ~ Ber(f). Luego

f(a;0) =] f(=i:0)

=[[om@ -0t
= g2 Ti(1 — g2

=9(T(x);0) - h(z)

donde T'(x) = Y x; y h(x) = 1. Se sigue del teorema de factorizacién que T'(X,) = > 1" | X;
es un estadistico suficiente para 6.

Note: Puesto que T' = > X; es un estadistico suficiente para 6, la maximizacién de
f(x;0) = g(T'(x);0)h(x) es a través de la funcién g(t,6). Luego,

g(t;0) =6'(1 —0)" "
log g(t,0) =tlogf + (n —t)log(1 — )
Dt et
06 6 1-0

Igualando a cero la derivada y despejando para 6 se concluye que

bt i X _ X
n

GEMV =

Ejemplo : Sea X = (X1,...,X,,) una m. a. de X ~ N(u,0?). Sea el vector de pardmetros
0 = (1,0) € © =R x RT. Entonces,

fa: 0) =] fx::0)
:<2w>-"/2a-”exp{— ! <xi—u>2}

202
—n —n 1

= (27) 20 " exp {_2}‘2 [Sl(:c) —2uSs(z) + n;ﬂ} } L

h(x)

9(T'(x);0)

Por lo tanto, S(X) = (51(X), S2(X)) = (3 X7, > X;) es un estadistico suficiente conjunto
para 6 = (u,0).

Definicién : Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoriade X ~ f(x;0),0 = (61,...,0k) €
O C RF. El estadistico T = T(X) = (T1(X),...,T.(X)) es un estadistico suficiente
conjunto para 6 si y solo si

f(z;0) = g(T(x),0) h(z)

donde h es una funcién no negativa que no depende de 6 y g es una funcién no negativa de
depende de x solamente a través de T'(x) = t.
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Ejemplo: Sea U, = (Ul, ..., Up)unam. a. de U ~ Unif(#;, 62). Entonces, con 8 = (61, 6),
la f. d. p.es f(u;0) = ey 91 19, 0,)(u) y la conjunta puede escribirse como

f(un; 9) = (‘92 - 01>7n]1(91,yn)(yl)]l(yl,eg)(yn)

donde y; = u(;), i = 1,...,n, son los estadisticos de orden. Luego, T'(U,) = (U(1), Up)), es
un estadistico suficiente conjunto para 8 = (61, 62).

Note que si 6h = 0y 02 = 0 + 1, T(Uy,) = (Un),Upy), sigue siendo un estadistico
suficiente conjunto. Sin embargo, si 1 = 0y 02 = 0, entonces, T'(U,) = U, es un estadistico
suficiente por él mismo.

El estudio de las distribuciones paramétricas con estadisticos suficientes T' con la misma
dimensiéon que el espacio parametral © independiente del tamano de la muestra llevé a
la construccién de la familia exponencial'®. Muchas de las distribuciones mds comunes
pertenecen a esta familia, como las distribuciones Poisson, Normal, Gamma, etc.

Definicién : X ~ f(z;0), 0 € © C R, f se dice miembro de la familia o clase exponen-
cial de un parametro si para todo 6 € ©,

f(z;0) = exp {c(@)T(az) +d(0) + S(a:)} 1s, (z) (9)

para funciones ¢,d,T y S, apropiadas y donde Sx es el soporte de la distribuciéon que no
depende de 6.

Proposicién : Sea X,, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;6) miembro de
la familia exponencial. Entonces,

n

f(xn;0) =exp < c(0) ZT(QS‘Z ) + nd(0) + Z S(x;) H 1s, (z4)
i=1

=1

= exp 0(9) Z T(l’z) + nd(G) exp Z S(l'z) H ]lSX (372)

9(T(zn);0) h(zn)

por lo que es claro que T,, = T'(X,,) = >_ T(X;) es un estadistico suficiente para 6.

Ejemplo : X, = (Xy,...,X,) es una m. a. de X ~ Ber(6). Entonces,

. 0
f(x;0) =0%(1 — 0)1 11{0’1}(:1:) = exp {xlog 14 + log(1 — 9)} ]1{071}(:6)

Por lo que comparando con (9), se tiene: ¢(f) = log 1%09, T(zx) =x, d#) =log(l—10)y
S(z) = 0. Luego, la distribucién Bernoulli es miembro de la familia exponencial.

Ejercicio : Muestre que las distribuciones Poisson, geométrica y binomial negativa son
miembros de la familia exponencial de un pardmetro.

Definicién : X ~ f(2;0), 8 = (01,...,0;) € © C R¥, f se dice miembro de la familia o
clase exponencial de m-parametros si para todo 6 € O,

f(z;0) = exp Z c;i(0 )+d(0)+ S(x) p Ls, (x) (10)

19 ( )
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para funciones c¢j,d,T; y S, apropiadas y donde Sx es el soporte de la distribuciéon que no
depende del vector de parametros 6.

Nota: m y k no tienen porque ser iguales, aunque en muchos casos lo es.

Los parametros ¢; = ¢;(0) se conocen como los parametros naturales o canénicos
de la distribucion.

Proposicién : Sea X, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(z;60) como en la
definicién anterior. Entonces,

f(xn;0) = exp Z Z (x;) + nd(0 —i—ZS x;) H]lgx(xi)
: =1 =1
=exp{ Y ;(0)) Tj(xi) +nd(0) p expq > S(ai) p [[ Loy (@)
7j=1 =1 =1 =1

9(T'(x);0) h(zx)

Por lo que T,, = T(X,) = (1 T1(Xi), ., iy T(X5)) es un estadistico suficiente
conjunto para el vector de parametros 6 = (61, ...,0f).

Ejercicio : Muestre que las distribuciones N(u, 02) y Ga(a, 3) son miembros de la familia
exponencial de 2 pardmetros y encuentre correspondientes estadisticos suficientes.

Ejercicio : Considere X,, = (X1,...,X,,), una m. a. de X ~ N(6,0%), § € © = R*.
Muestre que f(x;6) es miembro de la familia exponencial de dos parametros a pesar de que
el espacio parametral © es unidimensional.

5.10. Estimadores insesgados uniformes de varianza minima

20'Si un estimador insesgado alcanza la cota de Cramér-Rao (CICR), éste es un estimador
insesgado uniforme de varianza minima (UMVUE). Existen sin embargo estimadores que
no alcanzan la cota pero son UMVUE. El detalle es que la CICR puede ser muy restrictiva.

Proposicién : Sea X, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(z;0), 0,, = 0(x,,),
un estimador de maxima verosimilitud, solucién de

0
8010gL(0 T,) = GHZIng xi;0) =0

Si T, = T(X5) es un estimador insesgado de 7(0) cuya varianza alcanza la CICR, entonces
T, = 7(0y).

Demostracion: Se sigue del Teorema de Cramér-Rao y la definiciéon de estimadores de méxi-
ma verosimilitud que si 7T;, alcanza la cota,

0

= 54 log L(0; @,,) = K (6;n) [T(x,) — 7(0)]

Lo que dice que bajo condiciones de regularidad los EMV son UMVUE.

Nota: Si T,, = T'(X,,) es un estimador insesgado de 7(6) cuya varianza alcanza la CICR
entonces, f(z;6) es un miembro de la familia exponencial (Fgxp).Y viceversa, si f € Fgxp,
entonces existe un estimador insesgado de 7(6), digamos, T'(X,,) cuya varianza alcanza la
CICR. De hecho, existe solamente una funcién (y transformaciones lineales de ella) para
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cuya varianza alcanza la cota. Por lo que la cota no es muy 1util para encontrar UMVUE
salvo en los casos de la familia exponencial de un solo parametro. Se mostrara la ventaja
de los estimadores insesgados funcién de estadisticos suficientes.

Teorema de Rao-Blackwell?! Sea X = (Xj,...,X,) una muestra aleatoria de X ~
f(x;0),0 € ©® y T =T(X) un estimador de 7(¢) con varianza finita (varg(T) < co) para

todo 6. Suponga S = S(X) un estadistico suficiente para 6 y defina T = E[T|S]. Entonces,

Ey [(f - 7'(0))2} < Ey {(T - 7(9))2} , paratodo f € ©

Demostracién: Recuerde que E[T] = E [E [T \SH = E[T7], por lo que comparar ECMs de los

estimadores se reduce a comparar sus varianzas.

var(T) = var(E[T'|S]) + E[var(T|5)]
= var(T) + E[var(T|S)]
> V&I‘(f)

a menos que var(T'|S) = 0, que seria el caso solamente si 7" es una funcién de S, lo que
implicaria que T'=T.

Notas:

» Puesto que E[T'|S] es funcién del estadistico suficiente S, Rao—Blackwell justifica el
uso de estimadores basados en estadisticos suficientes cuando existen. Si un estimador
no es funcién de un estadistico suficiente, éste se puede mejorar.

= Si T estimador de 7 es ya funcién del estadistico suficiente S, entonces T = E[T|S] =
T.

= En la préctica, se intenta condicionar en estadisticos suficientes minimales.

= Kl hecho de “mejorar” la precisién de un estadistico mediante el proceso de Rao—
Blackwell, no lo hace necesariamente UMVUE.

Definicion : Un estadistico suficiente se dice minimal si y solo si éste es funcién de
cualquier otro estadistico suficiente.

Ejemplo??: Se tiene una sucesién de ensayos Bernoulli con pardmetro de éxito p. Considere
n = 4 ensayos y las siguientes tres particiones del espacio, inducidas por los correspondientes
estadisticos:

T7: Salida del primer ensayo. Particién muy burda, gruesa.
T»: Numero de éxitos: Suficiente minimal para p.

Ty: Ty = (11, T5). Particion suficiente mas fina de lo necesario.

La figura 13 ilustra el espacio muestral y las particiones T;.

21 ( )
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Figura 13: Particiones inducidas por los estadisticos 11,71 y T5.

Definicién : Sea X = (Xj,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;60), con § € © y
sea T'= T'(X) un estadistico. La familia de densidades { fr(¢t;6) : 6 € ©} se dice completa
si y solo si Eg[S(T")] = 0, para todo 6 € © implica que Pyp(S(T) = 0) = 1, para todo 6§ € ©
y todo estadistico S(T'). En este caso se dice que T es un estadistico completo.
Alternativamente, T' es un estadistico completo si y solo si el inico estimador insesgado
del 0, funcién de T es S tal que P(S =0) = 1.
Ejemplo®’: Sea X, = (X1,...,X,) una m. a. de X ~ Unif(0,0), § € © = R*. Sea
Y,=X (n) = max{X;}. Entonces Y,, es un estadistico completo. Esto es, por mostrar que si
E¢[T(Y,)] =0, para todo 6 > 0, entonces Py(T'(Y;,) = 0) = 1, para todo 6 > 0.
En efecto, Sea f, la f. d. p. de Y,,. Luego, si para todo 6 > 0

0

[4
—n n— n n— —
7))y = | T m "y = 5 [ Tty =0

BlT(%,)) = |

R

diferenciando ambos lados de la integral de la derecha con respecto a 6, se tiene que
7)1 =0

para todo 6. Entonces, se debe tener que T'(f) = 0, para todo 6 > 0.
Teorema”* Si T es un estadistico suficiente completo entonces es suficiente minimal pero
no viceversa.

Determinar si un estadistico o familia es completa puede ser una tarea muy técnica y
no facil. Sin embargo hay casos donde se puede asegurar la completez. Tal es el caso de la
familia exponencial.

Teorema® Sea X = (X3,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(z;6), con § € © un
intervalo. Si f € Fryp, esto es si

f(;0) = exp{c(0)T(x) + d(0) + S(2) sy (z)

Entonces, T(X) = > T(X;) es un estadistico completo minimal.

N\ ood, Graybill, and Boes (1974) Ejemplo VII.5-33.
24Knight (2000).
#Mood, Graybill, and Boes (1974).
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Teorema de Lehmann—Scheffé Sea X = (X;,..., XQ) una muestra aleatoria de X ~

f(z:6). Si S(X) es un estadistico suficiente completo y T = T(S) un estimador insesgado
de 7(0), entonces es UMVUE de 7.

Demostracion: Se sigue de la completez de S y del teorema de Rao—Blackwell. A saber, sea
T(S) cualquier otro estadistico insesgado de 7 funcién de S. Entonces, Eg [T —T) =0, para
todo 6 € ©. Por la completez de S, se sigue que IP’g(T T = 0) = 1, para todo 6 € O. Asi,
hay solamente un estimador insesgado de 7 funcién de S. Sea T' cualquier otro estimador
insesgado de 7. Entonces, T debe ser igual al E[T|S] puesto que E[T|S] es un estimador
insesgado de 7 que depende de S. Se sigue del teorema de Rao—Blackwell que

varg(T) < vary(T'), para todo 6 € ©

Se concluye que T es UMVUE de ().

5.11. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 5.

Textos de apoyo.
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6. Intervalos y Regiones de Confianza

6.1. Intervalos de confianza

Considere una poblacién modelada por N(u, 0?), suponiendo o dada. Para conocer (es-
timar) el pardmetro p, se toma una muestra aleatoria X,, = (X1,...,X,) de X ~ N(u, o?).
Se sabe que en este caso

_ 1 <&
Xy = =3 X~ N0 )
1=1
o bien, estandarizando -
Xn—p
o/\/n
por lo que si z, denota el p-ésimo cuantil de la distribucién normal estandar, se tiene que
para 0 < o < 1 pequeno,

Zn = ~ N(0,1)

P(Zoz/Q <Z< Zl—a/Q) =l-a

que para o = 0.05, 1 —a = 0.9, 20.025 = 0.95
—1.96 y z0.975 = 1.96 0.025 0.025

Zg.025=—1.96 Zo.g75=1.96

Luego, se tiene que P(—2 < Z,, <2)=0.954 y
P(Xn—20/vn<p<X,+20)=0945

Note que los limites del intervalo para p arriba son: LI(X,,) = X,, — 20//n y LS(X,) =
X, + 20 /+/n, limites inferior y superior respectivamente son ambos estadisticos, funcién de
la muestra, y por lo tanto aleatorios. Luego, el intervalo (LI(X,),LS(X,)) es un intervalo
aleatorio que con 95 % de probabilidad incluye al parametro u.

Ahora bien, observada la muestra x,, = (z1,...,%,), sea T, = %Zl’z, y el intervalo
(LI(Zy),LS(Zy)) es un intervalo deterministico que contiene o no al pardmetro y, por
lo que decir que tiene una probabilidad aproximada del 95 % es incorrecto. Si se repitiese
el experimento varias veces, es decir, la toma de otras muestras del mismo tamano, se
esperarfa que 100(1 —a)) % de ellos incluya al pardmetro u. En este sentido, dada la muestra
observada @, = (1,...,2y) se “confia” que el intervalo (LI(x,),LS(x,)) contenga a u con
una cobertura de probabilidad o nivel de confianza (1—«) que corresponde a la probabilidad
de que el intervalo aleatorio contenga a p, el pardmetro estimado.

Dada la muestra aleatoria @, = (21,...,%,), (LI(z,),LS(xy)) se dice intervalo de
confianza con un nivel de confianza del (1 — «), o bien, un intervalo de 100(1 — &) %
de confianza.

Asi, el proceso de inferencia es intervalo de confianza. A saber,

(X - Za/QO—/\/ﬁa X + Zl—a/Qo—/\/ﬁ)

Note que en este caso, por simetria de distribucién normal, el intervalo anterior se podria
representar como (X + Z1—a/20/\/1).

Si o no es conocida los limites del intervalo serfan desconocidos aunque la probabilidad
de cobertura seguiria siendo vélida.

Definicién : Sea X,, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(z;6), § € ©
desconocida. Sean T1 = T1(X,,), To = T>(X,) estadisticos tales que 177 < T» para los cuales
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P (T1 <7(0) < Tg) =1, con 0 <y <1y queno depende de . El intervalo (T3, T%) se dice
un intervalo de 100y % de confianza para 7(). v es el nivel de confianza, T} y T5 los limites
de confianza inferior y superior.

Si @, = (x1,...,2,) es la muestra observada y t; = T;(xy), (t1,%2) constituye un inter-
valo de 100y % de confianza para 7(6).

En ocasiones interesa nada mas uno de los limites del intervalo, por ejemplo, quizas un
intervalo de confianza para el parametro desviacién estandar, el limite inferior no resulta
de interés por saber que éste no serd menor que cero. Luego se podrian tener intervalos
de la forma (77 < 7(0)), o bien, (7() < T3). En esos casos, T} y T se dicen limites de
confianza inferior y superior, respectivamente.

Nota: Si (T1,T>) constituye un intervalo del 100y % de confianza para 7(0) y g es una
funcién estrictamente mondtona, se puede construir un intervalo de confianza para g(7),
por ejemplo, si la funcién g es estrictamente creciente,

P (g(T1) < g(1) < g(T3)) =~

6.2. Cantidad pivotal

Sea X,, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;0). 6 € ©.Sea Q = Q(X,;0).
Si @ sigue una distribucion que no depende de 6, @ se dice cantidad pivotal.

Ejemplo : Sea X,, = (X1,...,X,) una m. a. de X ~ N(u,7). Luego, (X,, —pu) ~ N(0,7/n)
no depende de . Y

() también es una cantidad pivotal para pu.

Método de construccién de IC mediante cantidades pivotales

Si Q = Q(X,;0) es una cantidad pivotal con f. d. p. fg, entonces para v fijo, existen ¢;
y g2 que dependen de v tales que P (1 < Q < ¢2) = 1.

Ahora, si para todo X, ¢1 < Q(Xn;0) < g2 siy solosi T1(X,) < 7(0) < Th(X,,), para
funciones T; que no dependen de 6, (T}, T5) constituye un intervalo de confianza para 7(6).

Notas:
1. ¢1 y g2 no dependen de 6 pues no lo hace fg, su f. d. p..

2. Para v fijo, podria haber un nimero infinito de parejas q1, g2 paralos cuales P (¢ < Q < ¢2) =
«. La siguiente figura ilustra dos casos (¢1,q2) y (r1,72), de tales parejas.

3. Distintos ¢q1 y g2 produciran distintos t; y ts.
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4. Un criterio para elegir t; y t2 es que la longitud (media) t2 — ¢; sea minima.

5. Lo importante en el uso de las cantidades pivotales es que puedan ser “invertidas”.
Es decir, {q1 < Q < g2} si y solo si {t; < 7(0) < t2} para toda x,, de ahi el nombre
de cantidad pivotal.

6.3. Muestreo de una poblaciéon normal

6.3.1. Intervalo de confianza para la media conocida la varianza

Sea X,, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ N(6,1).

—0
1/f

@ es una cantidad pivotal. Sea 0 < v < 1, q1, g2 tales que

Q= ~ N(0,1)

Y=P(n1 <Q < q2)
7=P(Xn—q@/Vn<0< Xy —q/Vn)

La longitud del intervalo es £ = g2 /v/n — q1/+/n = —( g2 — q1) y ¢ es minimo si g2 = —q1

con v = ®(q2) — (q1).
Mas formalmente, se buscan g1 y g2 de manera que

¢ 1
—= — 11
w o rle-a) ()

q2 _
s.a. o O(2)dz =7 (12)
Se sigue de la restriccién (12), derivando con respecto a ¢,

6(g2) = @ ~dlqr) =

w1 <dqz >
dq: dq

+ (&0 1

Por lo tanto ®(q1) = ®(¢2), por lo que ¢1 = q2, 6 ¢1 = —qo.

\_/
| |

Ejercicio : Sea X,, = (X1,...,X —n) una m. a. de X ~ N(0,0?), o conocida. Verifique
que -
X,—0

=

~ N(0,1)
es una cantidad pivotal tal que

y=P(@1 £Q < @)
=P (Xn — 2o /vn <0 < X, + quo//n)

donde g1 = —q2 ¥ g2 = 21_q/2, con v =1 — a. Asi,
(Xn — Z1_a20/Vn, Xn + Zl—a/QU/\/ﬁ>

El intervalo anterior constituye un intervalo de confianza para la media, conocida la
varianza.
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6.3.2. Intervalo de confianza para la media desconocida la varianza

Considere nuevamente X, una muestra aleatoria de X ~ N(f,02), pero ahora ¢ no es
conocida. De cualquier modo se tiene que
X, —0
on__Z o N(0,1)
vn

. : . . X, —0
pero no sirve como cantidad pivotal pues depende de o desconocida. Luego, {ql < T/L T < q2}
o/\/n
no seria posible “nwvertirse”. Por otro lado, recuerde que
Xn—0
o/v/n

n—10
LY (X X2 -1y SR

~tn_1

donde S? = 13" | (X; — X,,)? es la varianza muestral.
Entonces, 7 =P (t; < @ < t2). Nuevamente, por simetria de la densidad de la distribu-
cion t, el intervalo (¢1,t2) es de longitud minima si t; = —t9. Luego,

y=Pt1 <Q <ty)
=P (X, —t25/vVn <0 < X, —t15/v/n)
=P (X, —t(1—a/2;n—1)S/vVn <0 < X, +t(1 — /2;n — 1)S//n)

donde t(p;v) representa el p-ésimo quantil de la distribucién ¢-Student con v grados de
libertad. Por lo que

<Xn - tl—a/Z;n—IS/\/ﬁy Xn + tl—a/Q;n—IS/\/ﬁ>

constituye un intervalo de confianza para la media de la distribucién normal, desconocida
la varianza.

6.3.3. Intervalo de confianza para la varianza

Sea X, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ N(u,02). Sea 0 = (u,0?)
desconocida. Considere Q@ = #Z?:l(Xi — X)2. Recordar Q = "T_QISQ ~ x2_,, donde
52 = L3 (Xi — X)? es la varianza muestral. Luego, @ es una cantidad pivotal y

{ <L_15'2< }:> i<072<i
q1 = o2 > Q2 q2_(n_1)52_q1

P(M—wgakw—l)ﬂ:v

por lo que

q2 q1

y donde ¢;’s representarian cuantiles apropiados de la distribucién X721—1'

A diferencia de los casos anteriores, encontrar el intervalo de longitud minima no tiene
solucion analitica y habria que encontrarlo por medio de algin método numérico.

Una manera empirica de proceder es elegir las colas del intervalo inicial para @ del
mismo peso. Por ejemplo, si se desea un intervalo de 100y % de confianza. Las colas serfan
de probabilidad (1 — 7)/2 cada una. Si v = 1 — a, la colas serfan de probabilidad «/2.
Refierase a la figura 14

Entonces, el intervalo de nivel v de confianza para la varianza o? estarfa dado por

(n—1)8% (n—1)8?

2 v T2
X1—a/2; n—-1  Xa/2; n—1

donde Xz%;u representa el p-ésimo cuantil de la distribucién x? con v grados de libertad.
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a/2

a1 q2

Figura 14: Intervalo (q1,q2) de 100y % de confianza para la cantidad pivotal @ con colas
del mismo peso de probabilidad.

6.4. Comparacién de poblaciones normales por intervalos de confianza

Suponga que se tienen dos poblaciones modeladas por X ~ N(ux,0%)y Y ~ N(uy,0%)
y se desea compararlas a partir de sus medias y varianzas. Se consideraran los casos cuando
las poblaciones son o no independientes.

6.4.1. Comparacién de medias, varianzas conocidas.

Considere X y Y poblaciones independientes y sean X,,, = (X1,..., X,,) una muestra
aleatoria de X ~ N(u1,0%) y Yy, = (Y1,...,Y,,) una muestra aleatoria de Y ~ N(uz, 03) .
Sea 8 = p1 — pe2. Se desea construir un intervalo de confianza para 6. Note que si el
intervalo incluye al cero, éste seria un valor posible para 6, lo que implicaria en el proceso
de inferencia que p1 = po.
Entonces, X = n% Y X ~N(u, 03 /m) y Y = n—12 D2 Y~ N(pu2,03/n2) indepen-
dientes por lo que si 0 = u; — o,
(X—V)—0
Q= T N(0, 1)
Gy
opera como cantidad pivotal y siguiendo el procedimiento de antes, un intervalo de 100y %
de confianza para la diferencia de medias 6 es
¢ of o3

X-Y)E£z_ — + =
( ) Rl—a/2 n1+n2

cony=1—ay z_q/ el cuantil 1 — a/2 de la distribucién normal estdndar.

6.4.2. Comparaciéon de medias, varianzas iguales desconocidas.

En este caso, X ~ N(u1,0%) y Y ~ N(uz,0?) independientes. Recuerde que (n; —
1)5’? / o2~ xii_l, donde S% y 522 son las varianzas muestrales para X y Y, independientes.
Luego, ~ ~

o2 _ S (X — X)? + >z (Y — Y)? _ (n1 —1)S? + (ng — 1)53
p ny+ng — 2 ny+ng — 2

es un estimador insesgado de la varianza comin o2 con

(n1 +ng — 2)55 1

= 5 [ = D)ST+ (2 = 1)SE] ~ 2y

g
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e independiente de X y de Y. Entonces, si = ju1 — puo,
(X—V)—0
1 1

o (i + %)

Se sigue de la independencia del numerador y denominador que

~N(0,1)

(X—¥)—0
(X—V)—0 ()
- L, 1 DS i(ans2 ™ nitny—2
mt PP (g 4 g — 2)

Por lo que @ es una cantidad pivotal y p=1—«a/2 y v =nj + ng — 2

_ 1 1
X=Y)xt,, Spr/—+ —
(X =7) &ty Sy o
constituye un intervalo de 100(1 — «) % de confianza para 6 = p; — p2. Nuevamente, si el
cero estd incluido en el intervalo anterior, se concluye que no hay evidencia en los datos de
que las medias sean distintas.

Ejercicio : Considere X y Y poblaciones independientes. Sean X = (X1,...,Xp,) y
Y = (Y3,...,Y,) muestras aleatorias de X ~ N(u1,02) y Y ~ N(uz, ko?), respectivamente
con la constante k£ > 0 conocida y ¢ desconocida. Construya un intervalo del 100(1 — «) %
de confianza para la diferencia de medias 6 = p; — ps.

6.4.3. Comparacion de medias con varianzas desconocidas

Considere nuevamente las poblaciones X ~ N(u1,0%) y Y ~ N(ug,03) independientes y
el problema de construir un intervalo de confianza para la diferencia de medias 8 = 1 — u2,
pero con ambas varianzas desconocidas.

El problema, conocido como de Behrens—Fisher es que no se conoce el parametro
p = o1/02 (vea el ejercicio anterior), por lo que se desconoce la distribucién exacta de
C
n n2

Hay varias aproximaciones a la solucién préctica del problema. A saber, por razona-
mientos fiduciarios, bayesianos y frecuentistas. En estas notas presentamos la solucién fre-
cuentista debida a Welch y Satterthwaite.

Sean X,,, = (X1,...,Xn1) ¥ Yn, = (Y1,...,Y,,,) muestras aleatorias de X ~ N(uj,0?)
vy Y ~ N(p2,03) independientes. Considere el estadistico D = X —Y = jip. Entonces,

of | o3 2 D—pp

E[D] =0 = p1 — po y var(D) = — 4+ —= = op. Luego, ——— ~ N(0, 1), pero ;cémo
ny o N2 oD

estimar op?

i) Si m1 y mg son suficientemente grandes, se sigue del Teorema Central de Limite y el
Teorema de Slutsky que

D—,uD .
— ~ N(0,1
SD (7)
2 2
donde S%:i—i-é.
ny n2

= Sing y ng son pequenos, se puede usar la aproximacion de Welch—Satterthwaite
basada en la correcciéon del método de momentos. A saber, si Yi,...,Ys son v. a.’s
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independientes con Y; ~ X’%i y ai,...,ax constantes conocidas, entonces
-1y (Z ai5i2 )2
ZaiYi ~ =X, donde v = ey
v ;
> -5
Sea entonces
Q- D—0 y
=3 y
con )
2 2
2 _ a2 2 . (51/"1+52/”2)
Sp=Si/mt Sz ¥ V= (g
ni—1 no—1
Finalmente,

D+t(1—-«a/2;v")Sp

constituye un intervalo de confianza (aproximada) de 100(1 — «) % para 6 = u1 — po.

6.4.4. Comparacion de varianzas.

Sean X, = (X1,...,Xpn,) v Yo, = (Y1,...,Y,,) muestras aleatorias de poblaciones
X ~N(u1,0?) y Y ~ N(uz,03) independientes, respectivamente. Por construir un intervalo
de confianza para 6 = 0% /03.

3 = ny — 1
Sean 5 = Y211 (Xi = X)?/ (m1 —1) v 83 = 32, (45— ¥ )2/ (2~ 1). Luego, ;=51 ~
-1
X?zl—l y 7127253 ~ X?lg—l independientes por lo que
03

I R EY
T IS 1) 053

FV1§V2

.

con vy =ny — 1y vy =ny— 1. Se sigue entonces que para q; y g2 se tiene que

S < S)

7=IP’(q1§Q§qQ)=P<
q2 q1

Finalmente,

St/ St/
F(1—a/2;n1 —1,n2—1)" F(a/2;n1 — 1,09 — 1)
constituye un intervalos de 100(1 — «) % de confianza para 0 = o7 /o3.

6.4.5. Observaciones pareadas.

Considere ahora X = (X7,..., X)) una muestra aleatoria de X ~ Ny(u,X), con

X1i M1 o? o2
X = R = y> =
‘ [ Xo; ] H [ 2 Y o12 03

Se desea construir un intervalo de confianza para 0 = p; — pa.

Para i # j, las observaciones X; y X, son independientes, pero sus componentes Xi;
y X9; no lo son salvo que o12 = 0. Considere entonces D; = X1; — Xo;, 1 = 1,...,n, la
muestra aleatoria de D ~ Ny (up, a%), con up = 1 — M2 y O’% = a% + ag — 2019. Luego, se
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puede construir un intervalo de confianza para 0 = up, considerando op desconocida como
se hizo anteriormente. Entonces,

(D —t1—a/2:n-15p/Vn, D+ tl—a/Z;n—lsD/\/ﬁ>

donde D = 13" | D;, 8% = L. 3" (D; — D)?

Note que si las componentes X7 y X5 estdn asociadas positivamente (12 > 0) la varianza
de la diferencia D = X7 — X9 es menor que si las componentes fuesen independientes, lo
que resultard en intervalos de confianza mas estrechos, preferibles en la practica. Pensar por
ejemplo, el muestreo de manera de tener componentes asociadas positivamente es area del
diseno de experimentos estadistico.

6.5. Poblaciones no normales
6.5.1. Intervalos de confianza para proporciones.

La aproximacion a la distribucién binomial por la distribucién normal y que se muestra
en el curso de Célculo de Probabilidades I se justifica por la distribuciéon de la suma de
v.a.i.i.d.’s y el Teorema Central del Limite. De manera relacionada se construye un intervalo
de confianza para proporciones o probabilidades de éxito de una distribucién Bernoulli
(binomial)

Considere X,, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de una poblacién X ~ Ber(p) y

e _ l n . ’ . )_(n_p D ~
sea X, = - > i~ X;. Por lo que, del teorema central del limite T — Z ~ N(0,1).
Por otro lado, en la seccién de teoremas limite se vio que X, £, p. Entonces, para n
suficientemente grande se sigue del TCL y del teorema de Slutsky que % ~
n(l—=An)/n

N(0,1). Asi,

Ko £ 21 aj2\/ Kall = X)a)/n

constituye un intervalo de confianza de nivel (1 — «) para el pardmetro p, la probabilidad
de éxito o proporcion de una poblacién Bernoulli.

Considere ahora que se tiene una segunda poblacién Y ~ Ber(pz), independiente de

X ~ Ber(p1) y sea Yy, = (Y1,...,Y,,) una muestra aleatoria de ella. Se desea construir un
intervalo de confianza para el pardmetro = p; — po, diferencia de proporciones. Entonces,
Ym—p2

como antes, —= ~ N(0,1) y para m y n grandes se tiene

Y (1-Ym)/m

_ 4 <~ N(0,1)

por lo que

(K — Yin) & 212/ Xull = Xo) /o + Vin(1 = i)/

constituye un intervalo de confianza de nivel 100(1 — a) % para la diferencia de proporciones
0 = p1 — pa.

6.5.2. Intervalos de confianza para la media

Considere X,, = (Xy,...,X,) una muestra aleatoria de una poblacién X con media
p = E[X] y varianza 02 = var(X). Sean X,, = 13" X; y S2 = L > =1 (Xj = Xn)2.
Entonces, se ha visto ya que f}‘% Loz~ N(0,1) y % 25 1. Por lo que nuevamente por
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el teorema de Slutsky se tiene que

Xn—p
o/vn Xn—HW D

v@% Sn/v/n

Xn + Zlfa/2Sn/\/ﬁ

constituye un intervalo de confianza de nivel (1 — «) aproximado para la media p.

Luego,

6.5.3. Intervalos de confianza por medio de EMV

Considere X,, = (Xq,..., {(n) una muestra aleatoria de una poblacién X y 6 pardmetro
de la distribucién de X. Sea 6,, = 6(X,,) el estimador por maxima verosimilitud (EMV).

A

Luego, por la distribucién asintética de 6,
0,—0  0,—-0 .
\/Var(én) \/1/n1(9)

Por lo que un intervalo de nivel aproximado de confianza (1 — «) estaria dado por

é + Zl—a/2/ V 7’LI(9)

N(0, 1)

Ejemplo : Considere X = (Xi,...,X;) una m. a. de X ~ Po(}). Entonces, f(z;A) =
Me /x! Ing(x). Se ha visto que X = A\pyv ¥

L\ x) = Ne ™zl

l(\;x) = xlog A — X — log !

or_ _w
oN A
Pl _ =
oX2 A2
Por lo que
0%0(\; X) X 1
Bl | T 7F [_A?] =5~
Asi, un intervalo de confianza aproximado de 100(1 — o) % para \ seria

X:l:zl_a/Q/\/n/S\, o bien, Xizl_a/2\/)€/n

6.6. Regiones de confianza
6.6.1. Poblacién normal

Con el apoyo de ( ).

Considere X,, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de una poblacién X ~ N(u,c?).
Se han construido ya los intervalos marginales I para p

<X - tl—a1/2;n—1S/\/ﬁa X+ tl—a1/2;n—1S/\/ﬁ> = (Minfv Msup)

de (1 — aq) de confianza y I para o2

((TL - 1)52/X%—o¢2/2;n—17 (7’L - 1)52/X32/2;n—1) = (Ui2nf> Ugup)

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34



Apuntes para Estadistica Matematica 77

de (1 — ag) de confianza. Sin embargo, la regién de confianza R = I; x I» para el vector
de pardmetros @ = (u,0%) es menor a la confianza v = (1 — a1)(1 — a2) pues no son
independientes. Vea el panel de la izquierda de la figura 15.

Por otro lado, si se consideran las cantidades pivotales

X —u _ (n—1)5?
NG y QQ_T

que si son independientes, se tiene que

Q=

l—a =Pl <@Qi<w) y 1—a=P{<Q2<u)
por lo que la regién

X - —1)5?
R:{GZ(N702)‘£1§W§SU17 f2§(n02)§u2}

que se muestra en el panel de la derecha de la figura 15 tiene una confianza conjunta de
vy=(1-a)(1— az).

sup

inf

Minf USup

n X 0

Figura 15: Regiones de confianza R. El panel de la izquierda muestra el producto I; x I» de
los intervalos de confianza marginales de pu y o®. El panel de la derecha muestra la regién
de confianza conjunta para 6 = (u,0?).

6.6.2. Intervalos de Bonferroni

Los intervalos de Bonferroni ofrecen una manera practica de construir intervalos de
confianza marginales de manera que la confianza conjunta sea al menos la deseada.

Sea @ = (01, 02) un vector de pardmetros y C; un intervalo de (1 — ;) de confianza para
0;, con i = 1,2. Sean los eventos F; = {0; € C;}, luego 1 — a1 =P (E;) y EC {«9 ¢ C}
Asi,

P(E,NE) =P ((Elc U Eg)c>

—1- [P(EE)HP(ES) —P<EfﬂEzc>

21*(0[14‘@2)
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Entonces, si para cada uno de los 6; se construye un intervalo de (1 — a/2) de confianza, la
confianza conjunta es de al menos

Esta situacién se ilustra en la figura 16.

62

1-a/2

P(EiNE)>1—(a/2+0a/2)=1—a

SO SOSSOSISOSOSSOSOS S SSSSS
/SOSISONISISISIN SIS SIS S AS
SOSOSISINISISAN SIS /
SOOI
SOOI SO SOSS S ON
SISO SISO SN
CSSESSSOSOSSISIS S OSES S SON S
SISO SOOI N
NSO
SN
OO SN
INONONONONONNEONONONONNSNSNONON NN
SOSOSISSISISN SIS SIS
/SOSISISISISISINASI SIS SISO
87888 e
7878 e N e,
78 s
SISO SESESSS SIS
CSOSOSOSISEOSOSSISESSSES S SOS S
SISO SISO S
CNONESEONEONONSSONEONSSNNNN
INONESEONONEONNS NN
CNONEONEONEONONSONSONENONNNNNN
NENONEONNONSONONONNSENENNN NN
CNONONSONEONOSONSEONONONNSNONON N
/SOSOSISISISISOS SISO SESSSS
CNONONONSONONONONONONONSNONNN N
/SOSISISISSOSINASISONS S SISSAS S
SISO SN S
SISO SOSOSO SISO NSS
SOOI SN S
SISO IS SISO S S S
SOOI SESS S SSSEN S
778 N e,
4 VAVAVAVAV AV AVAV AV AVAVAV AV AV AV AV AV AV 4

1-a

1-a/2

6,

Figura 16: Regiones de confianza. El panel de la izquierda muestra el producto cruz de los
intervalos de confianza marginales de p1 y 0. El panel de la derecha muestra la regién de
confianza conjunta para (u,o?).

6.7. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 6.

Textos de apoyo.

Casella and Berger (2002); Knight (2000); Mood, Graybill, and Boes (1974); Rice (2007);
Wackerly, Mendenhall ITI, and Scheaffer (2008).
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7. Contraste de Hipotesis

7.1. Introduccion

El siguiente ejemplo ha sido tomado de ( ). Con él se introducen varios elemen-
tos de las pruebas o contraste de hipdtesis.

Considere dos monedas mqy y m1 con correspondientes probabilidad de aguila pg y p1,
respectivamente. Se elije una de las dos monedas y se lanza 10 veces. Con base en el ntimero
observado de aguilas usted decide cual de las monedas fue lanzado. Sea X el niimero obser-
vadas de aguilas en los 10 lanzamientos. Entonces, X ~ Bin(n,p) con n = 10. Suponga que
po =05y p =0.7.

Considere ahora z, el nimero observado de aguilas. Entonces, la correspondiente vero-
similitud de la moneda m; es L(p;;z) = f(x;p;), i = 0,1 y el cociente de verosimilitudes
(CV), también conocido como razén de verosimilitud (RV) se define como

L(po,x) _ f(2;po)
L(py;z)  f(z;p1)

Por ejemplo, si Pij(z) = P(X = z;p = p;) = (lmo)pf(l — pi)197% entonces Py(2) = 0.0439,
P1(2) = 0.0014 y CV(2) = 30.2762. Luego si CV(2) = 30.38 resulta razonable interpretarlo
que favorece a la moneda mg mientras que CV(7) = 0.44 favoreceria a my. La tabla 2
muestra las probabilidades P(X = z;p;) y el correspondiente cociente de verosimilitudes.
Este tltimo se presenta en la figura 17.

CV(z) =

Tabla 2: Probabilidades del niimero de aguilas en los 10 lanzamientos para las dos monedas
y el correspondiente cociente de verosimilitudes CV.

T 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
mo 0.0010 0.0098 0.0439 0.1172 0.2051 0.2461 0.2051 0.1172 0.0439 0.0098 0.0010
m1 0.0000 0.0001 0.0014 0.0090 0.0368 0.1029 0.2001 0.2668 0.2335 0.1211 0.0282
CV | 165.3817 70.8779 30.3762 13.0184 5.5793 2.3911 1.0248 0.4392 0.1882 0.0807 0.0346

Razoén de Verosimilitud

1?0

1('|)0

LR(pO, pl)

e

Figura 17: Ejemplo de las monedas. Cociente de verosimilitudes.

Sea H; la hipdtesis que supone que la moneda m; fue lanzada. Para este ejemplo se
ilustran elementos con un “enfoque bayesiano”.

» Se tiene informacién previa (a priori) y no hay razén para suponer que las monedas
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son distintas y deshonestas

1
) :P(Ho) :]P)(Hl) = 1 = 5

= Después de observar el niimero de dguilas X en los 10 lanzamientos, las probabilidades
posteriores (posteriori)
P(X|H;)P(H,)

= Luego, el cociente de verosimilitud CV,

P(Ho|X) P(Hp) P(X|Hy) mo
P(H,|X) P(H) P(X|H,) m CV(X)

donde los m;’s son las probabilidades iniciales y CV denota el cociente de verosimili-
tudes.

= En el ejemplo, CV es una funcién monétona en X. Si las probabilidades iniciales son
iguales X < 6 favorece a Hy y X > 7 favorece a H;.

= Si se ha de decidir entre Hg y H; con base en lo observado, seria razonable preferir

aquella hipétesis con probabilidad posterior P(H;|X) mayor. Es decir, favorece a Hy
. P(Ho|X)

si ———= > ¢, donde el valor critico ¢ depende de las probabilidades iniciales y el

P(H;|X)

cociente de verosimilitudes.

= Suponga que ¢ = 1, entonces sea acepta Hyp si X < 6 y se rechaza Hy si X > 7.
Hy se dice la hipétesis nula y generalmente representa el status quo, en este ejemplo
mo = m1 = 1/2. Hj se dice la hip6tesis alternativa que muchas veces se interesa mostrar
su validez a partir de los datos.

= En esta situacién se pueden cometer errores de dos tipos:

I : Rechazar Hy cuando ésta es verdadera (p = mp).

IT : Aceptar Hy cuando ésta es falsa (p = m1).

= Las correspondientes probabilidades de error:

a = P(Error tipo I) = P(Rechazar Ho|Hp verdadera) = Po(X > 7) = 0.1719
B = P(Error tipo II) = P(Aceptar Hy|Hy falsa) = Po(X < 6) = 0.3504

= Los contrastes o pruebas de hipdtesis estadisticas son procedimientos formales para
distinguir entre distribuciones.

7.2. Definiciones

Ejemplo : Por ser una temporada de escasez de agua se quiere reducir el consumo en
cierta comunidad y para este fin se dio una campania de carteles a lo largo de 4 semanas. Se
cree que con ella haya disminuido en promedio de 3000 a 2500 litros por mes por persona.
Se desea verificar la efectividad de la campana.

Suponga que el consumo mensual de agua por persona es razonablemente modelado por
la distribucién normal. Luego, sea X la variable aleatoria (v. a.) que denota el consumo
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de agua por persona con X ~ N(u,0?), y en este ejemplo considere que la varianza o2 es

conocida. Entonces, se desea contrastar las hipdtesis
Ho:p=3m3/mes wvs. Hp:p=2.5m3/mes

o bien: Hp : = pg = 3.0 vs. Hy : p = p1 = 2.5. Las hipédtesis definen completamente las
distribuciones involucradas, X ~ N(3.0,02) y X ~ N(2.5,02), pues en el ejemplo se supone
o conocida. Cuando las hipdtesis definen completamente la distribucion se dicen hipétesis
simples, en caso contrario, por ejemplo, Ho : 1 < 3, X ~ N(u;,0?), pero o desconocida,
etcétera, se dicen hipétesis compuestas.

Para decidir sobre la veracidad de las hipétesis de manera objetiva se toma una muestra
aleatoria (m. a.) X,, = (Xi,...,X,), para una n fija y, en este ejemplo, se decide rechazar
la hipétesis Hy si para cierta ¢, X = %2?21 X; < ¢ lo que define la regiéon de rechazo
R={X,: X <c}. Noteque R={X,: X <c} C{X,,: X,, = (X1,....Xp)} = X, el
espacio muestral.

Para tener una idea de la sensibilidad del estadistico X para detectar desviaciones, la
tabla 3 muestra las probabilidades P(X,, < z), para distintos valores de x y tamaifios de
muestra n. Por ejemplo, si X ~ N(3.0, 1), aproximadamente 31 de cada 100 observaciones
caerian a la izquierda de 2.5, pero del promedio de 10 observaciones, solo en 6 ocasiones
caerfan a la izquierda y si la muestra fuese de 25 observaciones, solamente 0.6 % de los casos

carfan a la izquierda.

Tabla 3: Probabilidades acumuladas por la izquierda de z del promedio X,, ~ N(3.0,1/y/n),
paran = 1,5,10, 25, 50.
P(X, <z)
T 1 ) 10 25 50
3.0 | 0.500 0.50000  0.50000  0.50000  0.50000
2.8 | 0421 032736  0.26354  0.15866  0.07865
2.5 0.309 0.13178 0.05692 0.00621 0.00020
2.3 | 0.242 0.05876  0.01343  0.00023  0.00000
2.0| 0.159 0.01267  0.00078  0.00000  0.00000

En el resto de la nota se evitard el uso del subindice n para la muestra X o la media
X, salvo que se quiera enfatizar la dependencia con el tamano de muestra.

Asi, en este ejemplo se tiene el estadistico de prueba X y el valor critico ¢ que
define la regién de rechazo R = {X € X : X < ¢} o regla de decisién para rechazar
la hipdtesis nula Hy en favor de la hipdotesis alternativa H;. Las definiciones anteriores
quedan ilustradas en la siguiente figura.

Rechazo de Hy Aceptacién de Hy
x<c T >c
N\ ~ J/ C N ~ J/ T
Pi(R) Pi(A)

donde P;(+), denota la probabilidad de rechazar 6 aceptar Hy suponiendo que la hipdtesis
H; es verdadera.

Aunque no es regla, se acostumbra establecer en la hipétesis nula lo comin, la situacién
actual o el status quo para que sea la muestra, la evidencia en los datos lo que lleve a su
rechazo en favor de la hipdtesis alternativa Hy. Como el rechazo de Hy depende del valor
del estadistico de prueba que a su vez depende de la muestra observada, es posible, que
aun bajo las mismas condiciones en ocasiones se rechace la hipdtesis nula pero otras veces
no, lo que no implica que se demuestre la validez de Hg. Es decir, que no se rechace la
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hipo6tesis no implica haber demostrado su veracidad. La inferencia estadistica no sigue las
reglas de la légica formal o matematica. Asi, no es costumbre “aceptar la hipdtesis nula”,
que se entenderia como aceptar su validez, en todo caso “no se rechaza Hy”.

Entonces, como la decisién de rechazar o no la hipétesis nula Hy depende del estadistico
de prueba y que a su vez depende de la muestra, es posible cometer errores: rechazar Hy
cuando ésta es verdadera, o no rechazarla cuando es falsa. Si se consideran las hipdtesis
simples Hy : p = po vs. Hy : u = w1, éstas y las decisiones que se pueden tomar pueden
representarse en la siguiente tabla

Condicion de Hy
Verdadera Falsa
Rechazar Hy | Error Tipo I V
No rechazar Hy V Error Tipo II

Rechazar Hy cuando ésta es falsa, o no es rechazada cuando la hipétesis es verdade-
ra son la decisiones correctas. En caso contrario, rechazar Hy cuando ésta es correcta o
no rechazarla cuando es falsa son decisiones erréneas pero de naturaleza distinta por sus
consecuencias potenciales.

Rechazar la hipétesis nula Hg cuando ésta es vélida se conoce como error tipo I,
mientras que aceptar Hy cuando es falsa se dice que se comete un error tipo II. La
probabilidad de cometer el error tipo I y el tipo II se acostumbran denotar por a y §,
respectivamente.

a = P(Error tipo I) = P(Rechazar Hyo|Hy verdadera)

B = P(Error tipo II) = P(Aceptar Hy|Hy falsa)

Para continuar con el ejemplo, el consumo mensual de agua por persona X ~ N(u,02),
con o conocida. Se toma una muestra de tamano n X = (X1,...,X,).

a = P(R|Hp verdadera) = Py(X < ¢) = /COO fx(x)de =@ <Cg/_\773>

donde fg denota la funcién de densidad del estadistico de prueba X ~ N(ug,o?/n) bajo
la suposicion de que la hipdtesis nula Hy es verdadera. La distribucién del estadistico de
prueba suponiendo valida la hipdtesis nula Hy se conoce como la distribuciéon nula del
estadistico. Por otro lado, se tiene que

_ C _ v _ o * 1 <C — M1 >
B =P(R"|Hp falsa) = P (X > ¢) /C fy(@)dr=1-® YN

donde f% denota la f. d. p. de X bajo el supuesto de que H; es verdadera, esto es, X ~
N(Nla 02)‘

Suponga que en el problema de consumo mensual de agua la desviacion estandar es de
o = 1.0 m® y que el tamafio de la muestra es de n = 25 observaciones. Suponga también
que el valor critico fuera ¢ = 2.7. Luego, la regla de decisién queda definida como: rechazar
Ho : pp = 3.0 si X < 2.75. Luego, la regién de rechazo es R = {X = (X1,..., Xo5) :
% 21221 X; < 2.75}. Entonces, las probabilidades de error serian,

2.7 3.0

a=d =) =o(—1.5) = 0.067
(1.0/«25) (=1.5)

2.7-25

/3_1_<I>< 7 >_1—<I>(1.0)_0.159
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Note que las probabilidades de error tipo I y II no son complementarias, es decir, no
tienen que sumar 1. La figura 18 ilustra los errores en el ejemplo del consumo mensual de
agua.

La probabilidad « del error tipo I es la medida o tamano de la region de rechazo R
suponiendo vélida la hipétesis nula Hy y en tal sentido a se conoce como el tamano de la
prueba o la significancia de la prueba.

Figura 18: Contraste de hipotesis. Probabilidades de error tipo I y II.

En el ejemplo, la localizacién del valor critico define la regién de rechazo y en consecuen-
cia las probabilidades de error, por lo que su determinacién debe considerar las probabilida-
des de error consecuentes. En la figura 18 es claro que al disminuir un error necesariamente
aumenta el otro. En general, en la practica se predetermina la significancia de la prueba o
o probabilidad de error tipo I o riesgos que se aceptan correr. Asi, si determinara que en el

ejemplo, se desea una prueba de significancia del 5 %, entonces, a = ® (;7\‘;%) implica que
c—3.0

20.05 = Vs = —1.644, por lo que, si a = 0.05, ¢, = 2.671. Esto es, la regién de rechazo

de tamafio o queda dada definida por Ry = {X < c¢o} de manera que a = Py(R,) y en
el ejemplo, P(X < 2.671|u = 3.0) = 0.05. Pero ahora, la correspondiente probabilidad del

error tipoIles 8 =1—® (i;’f\;%l) =0.196.

Para disminuir simultdneamente las probabilidades de los errores la tnica manera es
aumentando el tamano de la muestra. Esto se ilustra en la figura 19 Si en el ejemplo, se

Figura 19: Disminucién simultdnea de las probabilidades de error tipo I y II aumentando
el tamano de la muestra, ni < no.

tomara en su lugar una muestra de tamano n = 40, utilizando el mismo valor critico de

B . , _ 2.671-3.0 \ _ —
c = 2.671, los correspondientes errores serian a = @ <1/\/E> = $(—2.081) = 0.019,
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2.671-2.5
1/+/40

0.05 y 0.196, respectivamente cuando n = 25.

Otro concepto importante en la teoria de las pruebas de hipétesis es la potencia de
la prueba, En estas notas se considerara la potencia de una prueba como la probabilidad
de rechazar la hipétesis nula Hy y se denotard por K. Asi, uno hablaria de la potencia de
prueba bajo Hy o bien bajo Hy. En el ejemplo, la potencia de la prueba se define como
K(u;) = P;i(R). luego, idealmente se desearia K (ug) = 0, y K(p1) = 1. Pero la regién de
rechazo es R = {x : & < ¢}, por lo que para n = 25 y ¢ = 2.671, se tiene K(3.0) = 0.05 y
K (1) = 0.804.

mientras que f =1—® =1—®(1.081) = 0.140. Comparense con los errores de

Mas formalmente, se incluyen algunas de las definiciones antes presentadas para después
incluir el lema de Neyman—Pearson, fundamental en el origen y el desarrollo de la Estadistica
Matematica. Varias de las siguientes definiciones son adaptadas de texto de

(1974).

Definicion : En estas notas, una poblacion de interés es definida por una caracteristica de
la misma, llamada poblacién estadistica que es representada o modelada mediante una
distribucién de probabilidad.

Asi, el consumo de agua de cierta comunidad X quedd representada por una variable
aleatoria X distribuida normalmente N(u,o?).

Definicion : La inferencia sobre la poblacién X usualmente se basa en la informacion
colectada de una muestra aleatroria (m. a.) de X, entendiendo ésta como una coleccién
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas a X, aqui denotada por
X = (X1,...,Xp). Si se deseara hacer explicito el tamano de la muestra, se usard el
subindice n, X,,.

Definicién : Una hipdtesis estadistica H es una aseveracién o conjetura sobre la distri-
bucién de la variable o vector aleatorio X representando el modelo de la poblacion.

Por ejemplo, suponer que la moneda lanzada es la moneda justa, con la probabilidad
del 4guila p = 1/2. O bien, suponer que el consumo medio mensual de agua es de p = 3 m?.

Definicion : Se dice que una hipétesis estadistica es simple si define completamente a
distribucién de X. En caso contrario se dice que es una hipétesis compuesta.

Por ejemplo, H : ;1 = 3 m? representa una hipdtesis simple pues suponiendo wdlido H,
se tendria que el consumo mensual de agua es X ~ N(3,1), considerando o = 1 conocida.
Si no se conociera o o se estableciera que X ~ N(u,0?), para p > 3, éstas serfan hipStesis
compuestas.

Definicion : Una prueba estadistica T es una regla o procedimiento empleado para
decidir sobre la validez o no de la hipotesis H. Anteriormente, se distinguian la pruebas
estadisticas como pruebas aleatorizadas o no-aleatorizadas.

Definicion : Se dice que T es una prueba aleatorizada si para decidir sobre la hipotesis
H, ademas del procedimiento resultado en la muestra aleatoria, la conclusion se basa también
en el resultado de algin experimento aleatorio no relacionado con el procedimiento original.

Si, en el ejemplo inicial de decidir sobre qué moneda fue lanzada, suponga que la regla de
decision definida por la prueba Y, fuese: aceptar Hg : p = 0.5 si X < 6; aceptar Hy : p = 0.7,
si X > 6; y si X = 6, lanzar un dado honesto y favorecer Hy si la cara muestra un nimero
par v a Hj si es impar.

Las pruebas aleatorizadas son rara vez empleadas, pues dos personas podria concluir
sobre la hipdtesis H de manera contraria a partir de la misma muestra aleatoria debido al
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resultado aleatorio del experimento complementario. Mdas adelante se vera un ejemplo de
tales pruebas.

Definicion : Una prueba no aleatorizada T, es una regla de decisién sobre la hipétesis
H definida a partir de un estadistico (de prueba) T'= T'(X,,) y una regién de rechazo
de manera que si la muestra aleatoria X es tal que si T'(X) satisface cierta condicién C
la hipétesis H es rechazada. Esto es, la regién de rechazoes R ={X e X : T(X) € C =
rechazar H}.

En el contraste de monedas, la hipétesis H : p = 1/2, el estadistico de prueba T es el
nimero de aguilas en los 10 lanzamientos y la regla de decisién es rechazar H si T' > 7. O
bien, en el ejemplo de consumo de agua, para decidir sobre la hipétesis H : y = 3.0, a partir
de la muestra X = (Xi,...,X,), el estadistico de prueba es el promedio T'(X) = 2 > | X;
y la region de rechazo es R = {X : T(X) < ¢}, para algin ¢, definido como valor critico.

Definicién : Sea T una prueba estadistica para Hg. Si rechaza Hy cuando ésta es correcta
se dice que se comente el error tipo I. Por otro lado, Si no se rechaza Hg cuando ésta es
falsa se comete el error tipo II.

Definicién : Sea T una prueba para la hipdtesis Hy. Se define la potencia de la prueba,
K(0), como la probabilidad de rechazar Hy, cuando la distribucién ha sido parametrizada
por 6.

Esto es, si X ~ f(z;0), con § € ©® = Oy U 0O1, donde ©¢ denota los posibles valores de 6
bajo la hipétesis Hy. Sea T la prueba definida por el estadistico de prueba T'(X) y la regién
de rechazo R. Entonces, la potencia de la prueba T es

K(0) =P(R|9) = /Rf(w;H)dw, para § € ©

Si se considera nuevamente el ejemplo del consumo mensual de agua, X ~ N(u,o?), con
o0 =1y n = 25. El estadistico de prueba es T(X) = X y R = {X < 2.671}. Entonces,

K(p) =P(X < clp) = @ (; _\/’%) — B (5(2.671 — p))

La funcién potencia K del ejemplo de consumo de agua se muestra en la figura 20.

1-B

M1 H Ho

Figura 20: Funcién potencia K para el ejemplo del consumo mensual de agua. La prueba
muestra una potencia de ' y 1 — 8 para los valores de la media pg = 3.0 y u1 = 2.5,
respectivamente.
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La funcién potencia juega un papel muy relevante en la comparacién y definiciéon de
pruebas estadisticas. Idealmente, se quisieran pruebas con potencia 0 bajo Hyp y 1 cuando
ésta no se cumple. Asi, se prefieren las pruebas con mayor potencia.

Notacidén: Sea K(0) la potencia de la prueba T para la hipé6tesis Hy. La probabilidad de
los errores tipo I y II se acostumbran a denotar por

a(f) = P(Rechazar Hyo|Hy verdadera) = Ky(0)
B(0) = P(No rechazar Hy|Hy falsa) = 1 — Ky(6)

La figura 20 muestra las probabilidades de errores a(uo) y 5(p1) para el ejemplo del consumo
de agua.

Definicion : Sea YT una prueba de la hipdtesis Hg : § € ©g, donde ©® = Oy U O1 es el
espacio parametral (09 N O; = 0). Sea R la correspondiente regién de rechazo de Hy. Se
define el tamano de la prueba o tamano de la regién critica por

a = sup P(R|0)
ISSH)

Algunos texto se refieren al tamano de la regién critica como la significancia de la prueba
o.

Suponga que en el ejemplo sobre consumo de agua se considera la hipdtesis Hg : p > 3.0,
(69 = {0 > 3.0}) y la prueba T con el estadistico de prueba X = %Zﬁ»:l X; y la regién
de rechazo R = {X < c¢}. Entonces, como se puede ver en la figura 20,

C—H
K(n) = F(Rjw =0 (1)
que alcanza el supremo en el extremo u = 3.0 € Og. Asi, la significancia de la prueba T es
a. Con n = 25, si ¢ = 2.70, la significancia de la prueba es a = 0.0.067. Si en su lugar, se
considera el valor critico de ¢ = 2.67, la significancia seria de o = 0.05.

Note que la significancia de una prueba es la probabilidad de cometer el error de tipo
I. Otra manera de ver las significancia seria como el riesgo de cometer el error tipo I. En
la practica toda prueba tiene asociado tal riesgo. Luego, la manera formal de proceder
en una prueba de hipédtesis estadistica es fijar de antemano el riesgo (significancia) que se
acepta correr, determinar el estadistico de prueba y regla de decisiéon correspondiente y
llevar a cabo el experimento (observacién, procedimiento, etc.). Una vez que se determina
el valor del estadistico concluir si se rechaza o no la hipétesis nula. En este contexto, no
es valido (jético?) cambiar la decisién después de obtener el estadistico. En algunos casos,
pruebas aleatorizadas y pruebas secuenciales, se pueden no tomar la decisién final sobre Hg
después de observar el estadistico de prueba, pero el procedimiento fue asi establecido en
un principio.

Por otro lado, como se comentd anteriormente, aumentando el tamaiio de la muestra se
reduce las probabilidades de los errores. Igualmente, la potencia de una prueba se puede
aumentar con muestras de mayor tamano. La figura 21 muestra la funciéon potencia K para
pruebas de significancia a = 0.05 y distintos tamafnos de muestra en el ejemplo del consumo
mensual de agua.

Definicion : Sea T una prueba de significancia para la hipétesis Hg. Se define la distri-
bucién nula del estadistico de prueba T a su distribucién suponiendo la hipdtesis nula
verdadera.

En el ejemplo, para una muestra aleatoria X, la distribucién nula de T = X es
N(po,02%/n), que para ¢ = 1y n =25, T ~ N(3.0,1/25).
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M1 9} Ho

Figura 21: Funcién potencia K del ejemplo del consumo mensual de agua para distintos
tamafios de muestra n y significancia comin a.

Definicién : Sea x = (x1,...,2z,) la muestra observada. Entonces, t = T'(xz) € R y se le
dice el estadistico observado.

Dada Hg : ¢ = 3.0, y una muestra de tamano 25, la prueba de significancia 0.05 tiene
la regién de rechazo R = {X < 2.671}. Luego, un estadistico observado ¢t = 2.73 llevaria a
no rechazar la Hg con una significancia de 5 %. Si por el contrario, se observara t = 2.63, se
concluiria que se rechaza la hipétesis con una significancia del 5 %. Pero igual se rechazaria
con t = 2.24. Si bien los dos tltimos estadisticos observados llevan a la misma conclusion:
rechazar Hy al 5% de significancia, pareciera que la informacién en contra de la hipétesis
es més evidente cuando t = 2.24 que t = 2.63. Una manera de valor al diferencia entre las
dos observaciones en mediante el valor—p.

»

W

\

B i it TR R ET RIS

\\§ / :
l L ulf 25 Coou=2.67 ui: 3 l X
2.15 2.32 2.48 2.65 2.82 2.98 3.15
(1.07e-05)  (0.000317)  (0.00489) (0.0401) (0.18) (0.467) (0.773)

Figura 22: Estadisticos de prueba (Z) observados y sus correspondientes valores-p.

Definicién : Se define el valor—p del estadistico observado t = T'(x) como la probabilidad

de obtener ¢t o algo mas extremo en contra de la hipdtesis Hy suponiendo ésta verdadera.
En el ejemplo, T = 2.7 tiene el valor—p de 0.067 y si T = 2.671, el valor—p es del 5 %. La

figura 22 muestra distintos ejemplos de estadisticos y debajo de ellos, entre paréntesis, los
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correspondientes valores-p. Note que aquellos estadisticos Z menores al valor critico ag o5 =
2.671, que llevarian a rechazar la hipdtesis Hy con una significancia del 5 %, tiene valores-p
menores 0.05. Es aparente que la evidencia en contra de Hy de z = 2.15 (1.07 x 107°) es
més clara que la que presenta = 2.65 (0.040). Es comtn reportar en textos y articulos el
valor—p de los estadisticos observados en paréntesis inmediatamente después o debajo de
la cantidad. Esto se ilustra en la figura 22.

Note que para determinar el valor—p no se necesita conocer la hipétesis alternativa. De
hecho, tampoco se requiere de un nivel de significancia de la prueba definido. En cierta
forma, el valor—p indica el respaldo de los datos a la hipdtesis nula. Quien tome la decisién
de rechazarla o no considerard el riesgo que desea correr.

En los 1dltimos anos ha habido mucha controversia sobre el uso, o mal uso, del valor—p.
Personalmente creo que son unos indicadores, funcién de la distribucién nula y la muestra
observada, ttiles por lo informativos, pero mal empleados y abusados. Su interpretacion es
la misma, independientemente de la hipétesis bajo consideracion y estadistico de prueba
empleado. Pero no dice nada de si, por ejemplo, lo apropiado de la hipétesis para proposito
del estudio, si los datos son obtenidos por experimentacion, cémo se llevé este dltimo a cabo,
si los supuestos fueron verificados y se satisfacen, etcétera. Hay mucho escrito al respecto
que vale la pena revisar. En un inicio, puede acudir a ( ).

Finalmente, para terminar esta seccion se presenta el siguiente teorema que refuerza la
importancia de los estadisticos suficientes en la inferencia estadistica.

Teorema : Sean X una muestra aleatoria de X ~ f(z;60), con § € © y T(X) un estadistico
suficiente para . Entonces, para cualquier prueba estadistica T con potencia K () existe
una prueba T* con estadistico de prueba T' con la misma potencia, esto es, Ky« (6) = Ky (0),
para todo 0 € ©.

Demostracion: refiérase al teorema IX.1.1 p.408 de ( ).
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7.3. Lema de Neyman—Pearson

Con el apoyo de ( )y ( ).

Teorema de Neyman-Pearson (1933) Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria
de X ~ f. Sean H; hipétesis simples con f;(x), ¢ = 0,1, las correspondientes funciones
de densidad conjunta completamente definidas. Sea T* la prueba que define la region de
rechazo de tamano «, R = {x : fo(x)/fi(x) < c}. Entonces, cualquier otra prueba Y de
significancia menor o igual a « tiene una potencia menor o igual a que aquella basada en el
cociente de verosimilitudes fo(x)/f1(x).

Demostracion: Sea X una m. a. de X ~ f y las hipotesis simples Hy: f = foy H1 : f = f1
que se desean contrastar. Sea d la regla o funcién de decisién tal que

d(X) = 0 sise acepta Hy
1 sise rechaza Hy

Entonces, d(X) ~ Ber(p), con p = E[d(X)] = P(d(X) = 1) = P(Rechazar Hyp). Luego,
a=P(R[Hy) = Po(R) = Eo[d(X)] = Ko(d(X))

y Ki(d(X)) = P1(R) = Eq[d(X)].

Sea ahora d*(X) la regla de decisién definida por T* del problema tal que, d*(X) =1,
si fo(X) < cfi(X) con a = Ey[d*(X)] y sea T cualquier otra prueba con regla de decisién
d(X) tal que Eg[d(X)] < Eo[d*(X)] = a. Por mostrar que K;(d(X)) < K;(d*(X)), esto es

Ki(d(X)) = Eq[d(X)] < By [d"(X)] = K1 (d"(X))
para esto, note que
d(X) [efi(X) = fo(X)] < d*(X) [efi(X) — fo(X)] (13)
puesto que, si

i) Sid*(X) =1, es porque fo(X) <cfi(X)
i) Sid*(X)=0, es porque fo(X) > cfi(X)

Ahora, tomando integrales a ambos lados de la expresién (13), se sigue del teorema del
estadistico inconsciente (TEI) se tiene

cBi[d(X)] = Eo[d(X)] < ¢Eq[d™(X)] — Eo[d"(X)] (14)

Luego,
0 < Eold*(X)] - Egld(X)] < ¢ {Eq[d"(X)] — E1[d(X)]}

y por lo tanto,
K1 (d(X)) < Ko (d(X)

En palabras: en el contraste de un par de hipétesis simples, la prueba de significancia «
basada en el cociente de verosimilitudes es la de mayor potencia entre todas las pruebas de
significancia menor o igual «.

Ejemplo : Considere el ejemplo del consumo mensual medio de agua, las hipotesis simples,
Ho : g = po vs. Hy : = p1(< po). Sea X, una m. a. de X ~ N(u,0?), con ¢ conocida.
Entonces, la f. d. p. conjunta del v. a. X es f(x;p,0) = (27) /26" exp{—ﬁ Yoy (i —
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©)?}. Luego, de acuerdo al lema de Neyman-Pearson, el cociente de verosimilitudes fo/f1 < c
da lugar a

f(@; po) <o
f(@; 1)
(2m) 20" exp{—5z iy (i — p10)*} <.
(2m) /20" exp{—gez Doy (@ — )2}~
1
~53 {—2(Mo — )Y i+ n(pd - u?)} <logc
n(po — p1)Z — n(ug — pi) < o*loge
z<ct

% (02 logc — n(,u% - ,u%)) Luego, la prueba con mayor potencia para contrastar las

hipétesis Ho : p = po vs. Hy : o = p1(< o), induce una regiéon de rechazo R* = {X : X <
c*}, como se habia propuesto anteriormente. Note que X es un estadistico suficiente para
p. Finalmente, si la prueba se desea de tamafio «, se ha de elegir c,, tal que Ry = {X < ¢4}
de manera que o = Pp(R,).

Una muestra observada que lleve a £ = 2.4 tiene un valor—p de ® (5 * (2.4 — 3.0)) =
0.0013. Por lo que uno concluiria en rechazar la hipdtesis Hy : ¢ = 3.0, ain con una
significancia del 0.5 %.

con c* =

Ejercicio : Recupere el ejemplo inicial del lanzamiento de monedas. Muestre que R =
{X + X > ¢} es la regién de rechazo determinada por el lema de Neyman-Pearson. Si el
valor critico es ¢ = 6, determine la significancia de la prueba « y la probabilidad de error
tipo II 3. Determine la significancia de la prueba. Calcule la potencia de la prueba K(p),
parap =05y p=0.7.

Ejercicio : ( ( )) Se desea contrastar las hipétesis Hy : f = fo vs.
H,: f= f1, donde

6_1 1 x+1
fo(x) = ?]1{0,1,2,...}(37) y fi(z) = <2> ]1{0,1,2,...}(33)
Sea X = (X1,...,Xy) es una muestra aleatoria de X ~ f,

1. Muestre que la mejor regién de rechazo para el contraste de las hipdtesis es de la
forma

n n
R=<x: logQ-in—Zlogxi! <c
i=1 i=1

con ¢* = log co—nlog(2e~!) y donde ¢y viene del cociente de verosimilitudes CV(z) =

fo(z)

2. Para cg =1y n =1, determine R del inciso anterior.
3. Calcule la significancia de la prueba.
4. Calcule B, la probabilidad del error tipo II.
5. Grafique K, la funcién potencia de la prueba.
Ejemplo : Considere la poblacién Y ~ Exp()), tal que E[Y] = 1/\. Se desea contrastar

las hipétesis Hy : A = Ao vs. Hy : A = A1(< Ag). Por encontrar la prueba significancia o mas
potente.
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Sea Y,, una muestra aleatoria de Y ~ Exp()\) de tamano n. Luego, se sigue del lema de
Neyman-Pearson

fo(y) <e

T A
Apre A0 2y

Ccv

)\?e*Al XY T

nlog(Ao/A1) — (Ao — A1) Zyi <loge
logc — nlog(Ao/A1)
Ao — A1

y=>-—

Entonces la prueba mas potente de significancia « tiene una region de rechazo de la forma
Ra = {y : 4 > ca}, tal que a = P(Ry|Ho) = Po(Y,, > co). Note que el estadistico de
prueba Y = %ZYZ es suficiente para el pardmetro A\ y rechazard la hipdtesis nula para
valores grandes, lo que sugiere una media poblacional y grande que corresponde a valores
de A\ pequenos.

Por otro lado verifique que Si Y ~ Exp(\) entonces 2A Y. Y; ~ x2,.. Por lo que la regién

de rechazo de significancia o de mas potencia tiene un valor critico ¢, = 2(1 —a;2n),

ooy X
271)\0
siendo el tiltimo término el cuantil 1 — « de la distribucién x3,,.

Asi, con A1 < Ag, para el contraste de hipétesis

Ho: A=X ws. Hi: A=)\

la mejor regién de rechazo de significancia « es

— 1
Raz{Yn:Y> 5y X2(1—a;2n)}

2n 0

Si por ejemplo, \g = 2 y Ay = 1, considerando muestras de tamanio n = 20, para una
prueba de significancia o = 0.05 el valor critico es ¢ = 0.697. Y si, el promedio observado
fuese § = 0.65 (< ¢), se concluiria que no se rechaza la hip6tesis Hy : A = 2, con una
significancia del 5%. M4s atin, el valor-p de § = 0.65, el estadistico observado, es Po(Y >
0.65) = P (2n\gY > 80(0.65)) = 0.0968. O bien, si el (promedio) estadistico observado fuese
y = 0.76, el correspondiente valor-p es Po(Y > 0.76) = P (2n\Y > 80(0.75)) = 0.0185, lo
que llevaria a rechazar la Hg con una significancia del 5%. Finalmente, note que si la
media observada fuese de 0.89, el correspondiente valor-p es de 0.0017. Ambos estadisticos
observados, 720 = 0.76, 0.89 llevan a rechazar Hy con una significancia del 5%, pero § =
0.89, con un valor-p mas pequeno, se concluirfa que hay maés evidencia en contra de la
hipétesis nula.

Para graficar la potencia de la prueba recuerde que ésta es la probabilidad de rechazar
la hipétesis nula Hyg. Entonces,

K(\) =Py(R) =Py(Y > ca) = P(2nAY > 2n)cy) = P(W > 2n)c,)

donde W ~ x3,.. Luego, K(\g) = P(W > 2n)\oc,) = P(W > 2(20)(2)0.697) = 0.05 y
K(A) =P(W > 2nAicy) = P(W > 2(20)(1)0.697) = 0.926. Calculando K () para varios
valores de A en [0.5,2.5] se tiene la funcién potencia que se muestra en la figura 23.

Pruebas aleatorizadas

Considere el modelo X ~ Po()\). Se desean contrastar las hipdtesis

HOZ)\:)\OZ]_ vs. Hli)\:)\1:5
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Funcién potencia

1.0+
0.926

0.8

0.6

K(\)

0.4+

0.2+

0.050
0.0

Figura 23: Funcién potencia de la prueba de hipdtesis del ejemplo de la distribucién expo-
nencial

Para esto se toman muestras de tamafio n = 10 y se define la regién de rechazo R = {X :
T(X) >3}, con T(X) =3, X; el estadistico de prueba. Entonces, R es la mejor prueba
para el contraste de las hipétesis.

En efecto, se sigue del lema de Neyman-Pearson que

S (x5 M)

f(x; M)

e*)‘o)\oz T !
e*)‘l)\lzxi/nxi!

—n(>\0 — )\1) + log()\o/)\l) sz

Zl’z‘ >

< ¢

<c¢p

IA

C1

puesto que Ag/A\ < 1.
La distribucién nula del estadistico T'= Y X; ~ Po(n)\g), por lo que la significancia de
la prueba con regién de rechazo R = {>_ X; > 3} es

a0 =Po(R) =1-P (3 Xi < 2) — 0.080

mientras que si se considerase la regién R = {>_ X; > 4}, la significancia seria de Py (> X; >
4) = 0.019.

Si se deseara una prueba de significancia del 5% exactamente se podria recurrir al
siguiente procedimiento:

0.05 - 0.019

m = 0508, 1ndepen_

i) Construya la variable aleatoria Y ~ Ber(p), con p =
diente de las X's.

ii) Rechace Hpsi > X; >46> X;=3yY =1.

iii) Acepte Hp si > X; < 2.
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Esto es, se define la regién de rechazo R = {> X; > 4}U{>  X; =3,Y =1}. Y en tal caso,

la significancia de la prueba es

Py(R) = Py <ZX 24) + Py (ZX =3,V = 1)
— P, (ZX 24) + P, (ZX,-:?))IP’O(Y:l)

= 0.019 4 0.061(0.508)
= 0.05

El recurso anterior se conoce como una prueba aleatorizada. Note que mediante el pro-
cedimiento anterior se puede llegar a decisiones contrarias ain bajo los mismos datos (in-
formacion), lo que sugiere el uso de los valores-p que no estén ligados a la significancia de
la prueba.

7.4. Hipdtesis compuestas
7.4.1. Pruebas uniformemente mas potentes

Recupere el ejemplo del consumo mensual de agua. Para contrastar las hipdtesis Hy :
= po vs. Hy : p = py (< po), se encontré T, la mejor prueba de significancia «, con
una regién de rechazo R, = {X < cq}. Se ha visto también que si la hipdtesis nula fuese
Hp : p > po, T* seguiria siendo la mejor prueba de significancia «. Por otro lado, note que
para todo puj < po fijo, la region de rechazo sigue siendo la misma y YT sigue siendo la
mejor prueba de significancia «, y es en este sentido que se dice que T* es uniformemente
(1 < pp) mas potente.

M4s formalmente, sea X ~ f(x;60), con § € © = 0yU0BO;, O; = O\ O.

Definicion : Una prueba T* para el contraste de hipdtesis Hy : 0 € ©g vs. Hy : 0 € ©4 se
dice que es una prueba uniformemente mas potente (PUMP) de significancia « si y
solo si:

i) a = suppce, Kv+(0).

it) Ky«(0) > Kv(0), para todo 6 € ©1 y para toda prueba T de significancia a.

Ejemplo : Como se comenté anteriormente, en el ejemplo de consumo de agua, si la
hipétesis alternativa fuese Hy : p < pg, la prueba T*, con regién de rechazo R, = {X < ca},
es PUMP de significancia a.

El caso anterior como el presentado para el modelo exponencial, ambos ejemplos son
PUMP pero también resultan ser uniformemente mas potentes al variar a.

Definicion : Una prueba Y para contrastar las hipétesis Hy : 0 € ©g vs. Hy : 6 € ©1 se
dice insesgada si

sup K~v(0) < inf K~(6

sup Ky (6) < jnt Kr()
Esto es, la probabilidad de rechazar Hy cuando ésta es falsa es mayor o igual a la probabilidad
de rechazarla cuando es verdadera.

7.4.2. Pruebas dos colas

Suponga que en el ejemplo del consumo mensual de agua, la hipétesis nula es Hg : u = pg
nuevamente pero la alternativa es ahora Hy : p # po. La regién de rechazo {X < c}
corresponde a la PUMP para el contraste con hipdtesis alternativa Hy : p < pg, mientras
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Figura 24: FEjemplo consumo de agua. Prueba de dos colas.

que la PUMP para la hipétesis Hy : g > po, la regién es {X > c}. Luego, no existe una
prueba uniformemente mas potente para cuando la hipétesis alternativa es Hy : u # po.

Considere entonces la regién de rechazo R = {X < ¢1} U{X > ¢}. En tal caso, la
significancia de la prueba es

]P)(](R) = ]P)(](X < Cl) + Po(X > CQ)

Si la hipdtesis nula no se verifica y se supone que le media real puede igualmente estar a la
izquierda o derecha de f, una opcién es asignar el mismo peso (probabilidades) a las colas.
Luego, si la significancia es «, cada una de las colas seria con probabilidad «/2. La figura
24 muestra la regién de rechazo R. Los valores criticos serian

cL= o+ Za20/VN Y ca=po+ 21_ag20/VN
Si la prueba es de significancia @ = 0.05, entonces ¢; = 3.0 — 1.96(1)/v/25 = 2.671 y
¢s = 3.0 + 1.96(1)/v/25 = 3.329.

7.4.3. Pruebas de hipétesis e intervalos de confianza

Basado en ( ).

Ejemplo : Recupere el ejemplo del consumo de agua. Sea X = (X1,...,X,) una muestra
aleatoria de X ~ N(u,0?), con o conocida. Se desea contrastar las hipétesis

Ho:p=po v.a Hi:p#po
Como se vio anteriormente una “buena prueba” seria una prueba de dos colas con la region
de rechazo R = {X > 1} U{X < ¢2}, y si las colas son del mismo peso (probabilidad) en

las colas, R = 1 |X — uo| > 21_4 /20/+/n ¢ define una regién de rechazo de significancia a.
Sea,

A=RE = {X :|X = ol < 21000/ V1 }

= {X 1 X — 21_ap20/Vn < o < X + Zl—a/ZJ/\/ﬁ}

por lo que fija X, {,u RS (X + zl_a/ga/\/ﬁ) } constituye una regién de confianza 1 — «

para p. En palabras, la region de confianza para p la constituye todos los g para los cuales
X aceptaria la hipdtesis Hy : = po.

Sea 6 un parametro de la familia de distribuciones de probabilidad. Se tiene # € ©
espacio parametral sea X = (X1,...,X,,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;0).
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Teorema : Suponga que para cada 0y € O, existe una prueba de significancia « para
la hipétesis Hyp : 6 = 6. Sea A(6y) = {X :se acepta Hyp : § = 6p}. Entonces el conjunto
C(X)={6:X € A(9)} constituye una regién de confianza 1 — « para 6.

Demostracién: Como A es la regién de aceptacion de la prueba de nivel o, Py (X € A(6p)) =
1 — a. Luego,

Py (lo €C(X)} =Po{X : 60 €C(X)}
=Py {X:X €C(0)}

=1l—-a

Entonces, la regién C(X) es de nivel de confianza 1 — . En palabras, una region de con-
fianza 1 — o para 6 consiste en todos aquellos 0y para los que X no rechazaria Hy con una
significancia o.

Teorema : Suponga que C(X) es ua regién de confianza de 1 — « para 6. Esto es, para
todo 6y, Py {90 € C(X)) = 1 — «. Entonces, la regién de aceptacién Hy : 8 = 6y de nivel «
es A(fy) = {X : 6p € C(X)}.

Demostracion: La prueba es de nivel a puesto que
Py (X € A(bp)) =Py (fp €C(X)) =1—«

Esto es, la hipdtesis Hy : 6 = 0y no se rechaza con significancia o. Si 60y estd en la region
de confianza 1 — a.

Regresando al ejemplo, el intervalo del 95% de confianza para p estd dado por (X =+
1.96/5), por lo que si el intervalo incluye p = 3.0 se acepta la hipdtesis nula Hy : = 3.0,
con una significancia del 5 %. Si por ejemplo, el promedio observado fuese T = 3.51, éste da
lugar al intervalo del 95 % confianza (3.12,3.90), que por no contener po = 3.0, se rechazaria
la hipétesis Hg con una significancia del 5 %.
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7.5. Cociente de verosimilitud generalizado (CVG)
7.5.1. Introduccién

Considere el modelo X ~ N(u,0?). Sea = (p,0?) € © = {(,0?) : 00 < pp < 00,0 > 0}.
Se desea contrastar las hipotesis

Ho:u=0,0>0 ws. Hy:pu#0,0>0

Sea el espacio nulo Oy = {(0, %) o> 0}. Si 6y = (0,0?), entonces las hipétesis se pueden
presentar como
Hy:0€0y wvs. H;:0e€06;

con O = O\ Oy. Para esto, sea X = (Xy,..., X)) una muestra aleatoria de X. La funcién
de verosimilitud

1

L(b5) = f(2:0) = (20) "2 exp {0 S (o - )

o
y bajo Hy, L(6y; ) = (27) /20~ exp{—ﬁ > x2}. Pero, como o no estd especificada no
es posible aplicar el lema de Neyman—Pearson al cociente de verosimilitudes.

Suponga sin embargo que en cada caso, numerador y denominador, se tienen “buenas

muestras” viniendo de distribuciones con pardametros en O y de O respectivamente. Esto
ofreceria funciones de verosimilitud “altas”. De hecho, se podrian pensar en

SUPgeo, L(0; X)
supg, co, L(6; X)

como cociente de verosimilitudes que podria tomar valores en todo R™. Por razones técnicas
se extiende el denominador a todo ©. Luego, se define el cociente

Supgee, L(0; X) L(By; X)
supgee L(0; X) L(é; X)

AX) =
Notar que 0 < A(X) <1, para todo X € X.
Regresando al ejemplo, bajo Hy, en O, £(0; ) = —%5 log(2m) — nlogo — ﬁ Soa?
K(G'w)——ﬁlo (2m) —nlo —LZ@J
@) = — 5 log(2r 80— 53D T
o n 2 9
9o = o T 203 2"

que igualando a cero, se sigue que 68 = % > acl? Por lo que

En el caso general sobre O,

gﬁ = 0 = /}/ = n@_l TL/2
4 B y L(0;x) = (27TZ($Z‘ — x)2>
do

vy M X) (-0 sex-x2 \7
)= Le;x) \  XX? A\ XX - X)2 4 nX?

(2
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Entonces,
n/2
AX) = L A
=\ =
> (Xi=X)?
Ahora bien, si Hy: p=0,0 > 0 vs. Hy : u # 0,0 > 0, valores X cercanos a cero apoyarian
X2

Hy y se observarian A(X) cercanos a 1. Por otro lado, si Hy : u # 0,0 > 0, L #0

(X — X)?

y la muestra se opone a Hy, con A(X) pequena. Asi, con una regién de rechazo de tamano
a, Ro, ={X :0 < A(X) < co}. En este ejemplo se tiene
AX) <A

nX?

S S v w2
2 (X —X)
\/11—1@71/2_1)S | X|v/n _
n Vit DX - X2

VnX

Vit DX - X)2
Finalmente, la regién de rechazo de tamano «, queda

(2 1)

Bajo Hy, el estadistico T'(X) =

~tpq

X V| X]|
1 (X — X)?

Ra =

> t(l—oa/2; n—1)

7.5.2. CVG

Sea X = (Xj,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(x;0) con § € © = Oy U O;.
Considere el contraste de hipétesis

Hy:0€06y vs. H;:0€06;

Sea L(6;x) = f(x;0), la funcién de verosimilitud. Se define el cociente de verosimilitud
generalizado (CVG)

sup L(0; X) -

A(X) = 2% _ L6o; X)
sup L(6; X) L(6; X)
0coO

Notas:
1. A(X) es el estadistico de prueba.

2. 0<AX)<1.
3. La regién de rechazo es R = {X : A(X) < ¢p}.
4. CVG no siempre es la mejor prueba pero en general serd una buena prueba.

5. CVG no necesariamente coincide con la derivada del lema de Neyma-Pearson si las
hipétesis son simples.

6. No siempre es facil encontrar sup L(6; x).
6cO

7. No siempre es facil determinar la distribucién nula de A(X).
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7.5.3. Ejemplo

Tomado de ( ).
Considere el modelo X ~ f(z;60) = e %1+ (x), con § > 0. Se desea contrastar las
hipotesis
Ho:0<6y ws. Hy:0 >0,
Solucién: Se considera el espacio parametral © = {# : 0 > 0} y el espacio nulo Oy = {6 <

6o} C ©. Sea X,, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de tamano n de X ~ f. Luego,

L(O;x) = 0"e 02, (0;x) = nlogh —nbz; (' (0;x) = % —nx

de donde, el EMV § = 1/X. Luego,
i) L(0;x) = (Te)™"

i) sup L(0;x) = { ey > s Lz<h

€O, 086_n90j si 1/.’? > 00
Entonces,
1 si x> 1/90
A(w) = gre—nboT
?x—eﬁ si Tz < 1/90

Por lo que se rechaza Hy si Z < 1/ y (6pZ)"e %7~ < \g. O bien, rechace Hy si 6pF < 1
_ n
y (901_7/66096_1) < Xo.

h
Sea ahora, y = 6pz. Note ahora que
h(y) = y*e ™1 tiene un méximo
en y = 1, como se muestra en la figura Ao |---
de la derecha.
0Yo 1 y

Entonces, la regla de decisién es: rechazar Hy si y < 1y h(y) = y"e~ ¥~ < ). Equiva-
lentemente, siy < yo y y < 1, o bien, si £ < 1/0y y T < yo/6p. Recuerde, si X ~ Exp(6),
S X~ %Ga(a =2n/2,0 = 2) = %X%n. Luego, si la prueba es de significancia «,
a=Py(X < yo/0), por lo que yo = x(a;2n). Por lo tanto, la regién de rechazo para esta
prueba Hgy : 0 < 0y vs. Hy : 8 > 6y y de significancia « es,

2(..
Ro = 4 X, X < X1020)
27190

Si por ejemplo, X ~ Exp(f) y de desea contrastar Hy : § < 2.0 v. a. H; : § > 2.0. Una
prueba de significancia del 10 % considerando muestras de tamano n = 20, tendria un valor

2 . .
critico de ¢p.19 = X (20('218)’(3)20) = 2%’85 = 0.363. Por lo tanto,

Ro.10 = { X0 : X <0.363}

Luego, en muestras de tamano 20, promedios de 0.35 llevarian a rechazar Hy : 8 < 2.0
con una significancia del 10 %, mientras que si & = 0.42 no se rechazarfa la hipdtesis.
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. s = 2(p;2n
Los correspondientes valores-p, son el resultado de resolver la ecuaciéon T = %’90). Por

lo que, el P(x}, <0.35(2)(20)(2)) = 0.077 y P (x3, < 0.42(2)(20)(2)) = 0.248, son los
correspondientes valores-p. Esto es, 0.35 (0.077) y 0.42 (0.248), valores menor y mayor que el
valor critico ¢ = 0.363, correspondiente a la significancia de 0.10. La siguiente tabla muestra
distintos valores del estadistico de prueba X, los valores-p respectivos y las respectivas
decisiones considerando un nivel de significancia o = 0.10.

T 0.29 0.31 0.35 0.363 0.39 0.42
valor-p | (0.016) (0.029) (0.077) (0.10) (0.161) (0.248)
Decisién Rechazar Hy ‘ Aceptar Hy

Note que mientras mas chicos los valores-p, mayor seria la evidencia asociada en contra de
la hipétesis nula Hg.
Ahora bien, para calcular la potencia de la prueba para distintos valores de 6, recuerde

K(Q) = PQ(RQ) = P@(X < Ca)

y que Y1 Xi ~ 55X3,- Por lo que se tiene que

K(0) =Py (Z X; < nca> —P (29 Y X< 2n90a> —P (Xgn < 2n6?ca)

La siguiente tabla muestra la potencia de la prueba para varios valores del pardmetro 6. La
figura muestra la funciéon potencia correspondiente.

Funcién potencia

0597
0| K(9) 08 ‘
1.0 | 0.0001 0.68 ‘
1.5 | 0.0084 = %% ]
2.0 | 0.1000 2 4 |
3.0 | 0.6782 }
4.0 | 0.9680 0]
5.0 | 0.9988 00 |
o 1 2 3 x :
[S]

Finalmente, note una vez mas que encontrar la distribucién nula de A(X') puede ser dificil,
sino es que imposible. Pero en ocasiones como en este ejemplo, es posible resolver el caso.
7.5.4. Distribucién asintética del cociente de verosimilitudes generalizado (CVG)

Con el apoyo de ( )y ( ).

Teorema (Hy simple) Considere el modelo X ~ f(x;0), con § € O, subconjunto abierto
de R. Se desea contrastar las hipotesis Hg : 8 = 0y vs. Hy : 0 £ 6g.

Sea X, = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ f(z;0). Sea 0, = 6(X,,) el
estimador maxima verosimilitud de 6. Suponga que f satisface las condiciones de regularidad
(CR) enunciadas en la seccién de estimacién. Entonces, bajo Hy,

~2log A(X,) — 1}
Demostracion: Note que la expansién por Taylor de ¢(0; x) = log L(0; x) alrededor de 0 es

~

00;2) = 0(0;2) + (6 2) (0 — ) + %e’/(e*; 2)(0— 0)?
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donde 0* estd entre 0 y 6. Entonces,

—21og(A(X)) = —20(60; X)) + 20(6; X)

= -2 [aé; X))+ 0'(6; X)(0y — 0) + %e"(e*; X) (6o — 0)*| +20(0; X)
= —0"(0%; X)(0 — 6p)? pues ' (6; X) =0
— l ifﬂ 9*
" =1
~n )2 ( Eqg, [¢"(0%; X )]) ; por LGN
= n(é )21(60)
2

V(0 — 6)

var(0)
Y como se mostré ya, Mﬁ(‘;‘;) =N N(0, 1), se sigue que
var
D .2
_210gA(Xn) — X1
Teorema . Considere el modelo X ~ f(z;0), con @ = (01,...,0;) € O, subconjunto

abierto de R*. Se desea probar la hipétesis Hg : 81 = 19, ..., 0, = 0,9, con r < k.
Suponga que se satisfacen las condiciones de regularidad (CR). Si 8, el estimador

méximo verosimilitud de 0, satisface que \/ﬁ(én —6) ~ Ng (O, 1_1(0)>. Entonces, bajo Hy,

el estadistico del cociente de verosimilitud generalizado, A(X,,) sigue una distribucién 2.
Esto es,

—2log A(X,) 25 2

En palabras, r es la diferencia en el nimero de pardmetros libres de cada hipdtesis.

Ejemplo : Considere los modelos independientes X ~ N(uj,0?)y Y ~ N(uz,03). Se desea
contrastar las hipotesis Hy : 1 = po v. a. Hy © py # po, pero no se conocen las varianzas.
Para efectos del ejemplo, se define el vector de parametros @ = (1 —p2, p2, 01, 02). Considere
entonces el espacio parametral © = {0 = (u1 — po, 2, 02,02) : p; € R0y € RT,i = 1,2},
©p ={0 = (0,u2,01,02)} COy O =0\ Og. Luego, las hipétesis pueden plantearse

Hy:0€0y wvws. Hy:0€06;

Solucién: Como se discutio anteriormente, desconociendo las varianzas el problema, conocido
como Beherens—Fisher, no tiene una soluciéon al desconocerse la distribucién exacta. Una
solucién serfa construir un intervalo de confianza para 6, utilizando la aproximacion de
Welch o Satterwhite, como se comentd en la seccién anterior.

Alternativamente, se puede emplear la prueba del cociente de verosimilitud generali-
zado. Para esto, se consideran las muestras aleatorias X = (Xi,...,X,,) de X y Y =
(Y1,...,Y,,) de Y. La funcién de verosimilitud

L(6;x,y) = f(x; p1,01) - f(y; p2, 02)

e 1 1
= (2m) M) 2e M M exp = 0y (= ) - s Y (Y — )’
207 205

E. Barrios ESTADISTICA MATEMATICA versién 0.34



Apuntes para Estadistica Matematica 101

El estadistico de prueba es

sup LOXY) XY
A X Y — 0 — Aa I
(X,Y) ZugL(e;X,Y) L(6;X,)Y)
€

Para determinar maximizar L(0;x,y) en Op se requerird de un método numérico por la
restriccién impuesta por la hipétesis Hy.
De acuerdo a los teoremas presentados anteriormente,

—2log A(X,Y) Db, X?j

En este caso, v =4 — 3 = 1, luego —2log A(X,Y) ~ x?. Luego, dada las muestras = y v,
se calcula —2log A(z, y) y determina su valor—p de acuerdo a la distribucién x? y se toma
la decision sobre Hg.

7.5.5. Prueba Ji-cuadrada para bondad de ajuste
Con el apoyo de ( ).

Sean {/;} sujetos que son asignados a una y solo una de k categorias Ci,...,Cf, ex-
clusivas y exhaustivas, de manera que todo ¢ queda clasificado en una solo una Cj. Sea
pj =P € C;) >0, para todo j =1,...,k y porlo que 1 =p;---+ p.

Sea © C R" el espacio de pardmetros tales que p; = p;(6), para § € ©. Sean O C O el
espacio nulo y ©1 = © \ 0. Se desea contrastar las hipdtesis

Hy:0€0©y ws. H;:0e€0;

Para esto, considere n sujetos ¢’s independientes y sea X = (X1, ..., Xx) con X; el nimero
de sujetos que fueron clasificados C;. Luego, n = X7 + --- + X}.. X sigue una distribucién
multinomial de pardmetros n y p1,...,pr. Entonces, la funcién de verosimilitud de p es

L) = fap) = (, " o

Se sigue del principio de invarianza de los estimadores de maxima verosimilitud que

sup L(p;x) = L(p(0); )
peHo

donde 6 es el EMV de 6 € ©g. Por otro lado, recuerde que sin restricciones sobre 6, los EMV
T

de las p;’s es p; = = Por lo que el cociente de verosimilitud generalizado (CVG) es
n

AX) = <;c1 . ..xk>p1(9)$1 e pp(0) ) ﬁ <p]A(é)> .

n N ~ .
( )PTI Y j=1
xl “ e xk

y puesto que x; = npy, se tiene que

k A\ P
—2log A(X) = —QZlog (M)

k
= 2ZOj log (%) (15)
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donde O; = np; y E; = np; ().

Ahora, puesto que 1 = p; + -+ + pg, se tienen k — 1 pardmetros libres. Si bajo Hy
las pj(é) dependen del espacio nulo O, de dimensién m, esto es, dim(©¢y) = m, entonces,
—2log A(X) ~ X3 _1_pn

Por otro lado, existe el estadistico X? de Pearson (Karl), con

X? = ~ — Xi—l—m (16)
j=1 np;(6)

bajo Hy. Entonces, bajo la hipétesis Hg, el cociente de verosimilitudes generalizado y el
estadistico X? de Pearson son asintéticamente equivalentes.
En efecto, si Hy es verdadero y n es “grande”, p; ~ p;(0) y expandiendo por Taylor

~

—2log A(X) al rededor de p;(0),

pues la primera suma es aproximadamente cero, x; = np; e ignorando términos de mayor
grado.

En la préctica es méas comun el uso del estadistico X? de Pearson pues su facil de calcular
y pocas veces requiere de computadora.

Ejemplo : Modelo de equilibrio de Hardy- Weinberg

Recupere el ejemplo de la Ley Hardy-Weinberg visto en la seccién de estimadores. De acuer-
do al modelo, si las frecuencias de los genotipos estan en equilibrio, los genotipos AA, Aa,
y aa, ocurren con una frecuencia mostrada en la tabla

g AA Aa aa
fla—072 200-6) 0°
En la siguiente tabla se muestra la distribucién en el tipo de sangre de 1029 personas,
probabilidades estimadas, y la cantidad esperada de acuerdo al modelo

genotipo M MN N Total
oF 342 500 187 | 1029

pi(0) 10331 0489 0.180 | 1.0
E; 340.6 502.8 185.6 | 1029

Como fue ya discutido, a partir de la muestra, el EMV 6 = 0.4247. Con ella, se estiman
las probabilidades p; (é) v los correspondientes observaciones esperadas npj(é). Por ejemplo,
para el genoma AA, p1(f) = (1 —0.4247)2 = 0.331 y By = 1029(0.331) = 340.6.

Se considera la hipétesis nula Hy de que el modelo multinomial propuesto es adecuado,
mientras que la alternativa H; es que las probabilidades siguen alguna otra relacién. Se
desean contrastar las hipStesis con una prueba de significancia «. El estadistico X2 de
Pearson sigue aproximadamente una distribucién x? con 1 (= 3 categorias -1 -estimacién
de 6) grado de libertad. Luego, la correspondiente regién de rechazo serd R, = {X : X* >
x2(1 — a;1)}. Que si la significancia es o = 0.05, entonces Ro o5 = {X2 > 3.841}. Ahora
bien, de (16),

342 — 340.6)2 (500 — 502.8)% (187 — 185.6)2
X2 = ( =0.0325 (0.857
340.6 + 502.8 + 185.6 ( )
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Por lo que no se rechaza la hipétesis Hy con una significancia del 5 %. Pero note, el estadistico
observado 0.032 es bastante menor que el valor critico 3.84. Esto se ve reflejado en su
correspondiente valor-p de 0.857.

Por otro lado, si se calcula el estadistico de prueba (15) derivado del CVG

= 0.0325 (0.857)

12
~2log A(X) = —2 [342 log <31M> .

Finalmente, note que el cociente de verosimilitudes es A(X) = 0.9839, apoyando claramente
la hipdtesis nula.

Ejemplo : Recupere el ejemplo de ajuste de datos Poisson visto al principio de la seccion
de Estimadores. Ahf se presenta otro ejemplo de la prueba x? de bondad de ajuste y aunque
no es nombrado, el estadistico X2 de Pearson y el valor-p.

7.6. Bondad de Ajuste
7.6.1. Graficas de Probabilidad
Con el apoyo de ( ).

Las graficas de probabilidades son usadas para pruebas visuales de bondad del ajuste
por las distribuciones de probabilidad. Refiérase nuevamente al ejemplo de los datos Poisson
de emisién de particulas del principio de la seccién de Estimadores. ;Se pueden conside-
rar los datos generados por una distribucién Poisson? O bien, suponga que los siguientes
datos (simulados) representan una muestra del consumo mensual de agua de 50 alumnos.
., Qué distribucion siguen éstos datos? Suponer que la distribucién normal aproxima razo-
nablemente a las observaciones, jse cumple? Este es el problema de qué tan bien el modelo
(distribucion) ajusta los datos.

2556 220 262 1.71 3.63 233 474 3.73 370 298 346 2.70
234 323 342 217 3.26 470 3.04 2.12 253 3.15 3.20 1.98
3.07 3.69 3.69 3.77 3.72 3.22 330 3.056 410 3.82 3.50 3.45
3.37 390 3.82 3.13 193 220 436 3.52 4.27 451 381 6.02

3.07 281
Suponga X1, ..., X, una muestra aleatoria de una distribucién uniforme [0, 1]. Sean Y; =
X(jy, los correspondiente estadisticos de orden. Entonces, se sabe?® que E[X (j)] = %, lo
n
que sugiere graficar la muestra ordenada {X (Z-)} contra los valores esperados n%rl, cee HLH

La grafica seguird mas o menos una linea recta como lo muestra el panel de la izquierda de
la figura 25. En el panel de la derecha se muestra la grafica de la muestra ordenada de una
distribucién triangular (suma de uniformes) contra los cuantiles de la distribucién uniforme.
El evidente la separacion de los puntos a la linea recta, sugiriendo que la distribucion
uniforme no ajusta razonablemente los datos triangulares.

Ahora bien, el teorema de transformacién integral®’ afirma que si la variable aleatoria
X tiene una funcién de distribucién F, continua estrictamente creciente, entonces F(X) ~
Unif[0, 1] y se podria graficar Y; = F'(X(;y) contra n%rl, o bien, X(;) vs. F_l(n%rl). El panel
izquierdo de la figura 26 muestra la grifica de X(;) contra F‘l(n%rl) de una distribucién
gamma. Notese nuevamente que los puntos siguen una linea recta, que no en el panel
de la derecha, puntos simulados también de una distribucién gamma pero de distintos
pardmetros que la de la izquierda. Ambas gréficas tiene el mismo eje horizontal, F'~!(
correspondiente a la distribucién de la izquierda.

2

26C4lculo de Probabilidades II.
27C4lculo de Probabilidades 1II.
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Figura 25: Datos simulados de: a) distribucién uniforme; b) distribucién tridgular. Eje
horizontal en cuantiles uniformes [0, 1].
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Figura 26: Datos simulados de: a) distribucién gamma; b) distribucién gamma distintos
parametros. Eje horizontal en cuantiles de la distribucion con los pardmetros del panel
izquierdo.

En algunos casos, la distribucién F(z) = G (ﬂ), con p y o llamados parametros de

g
localizacién y escala, como es el caso de la distribucién normal. Si X ~ N(u,0), Fx =

P (%), donde ® es la funcién de distribucién de la normal estandar. Luego, se puede

X — '
graficar € Bl vs. G4 < J
o

n+1
de la grafica 27 muestra datos normales (N(—3, 22)) contra los correspondientes cuantiles. El
panel de la derecha muestra los mismos datos graficados con la funcién qgnorm del lenguaje
R. Note que la escala del eje horizontal corresponde a los cuantiles del la distribucién
normal estandar. Si los puntos siguen mas o menos una linea recta se pueden suponer que
la distribucién normal describe razonablemente los datos.

La figura 28 muestra la grafica cuantil-cuantil normal de los datos simulados del consumo
mensual de agua, del principio de esta seccion. Los puntos siguen m&as o menos una linea
recta (exhibida) por lo que se podria suponer que siguen una distribucién normal. Por otro
lado, al mostrar los cuantiles de la distribuciéon normal estandar en el eje horizontal, de la
grafica se puede estimar la media y la desviacién estandar de la distribucion origen de los

>, o bien, Xy vs. p+ oGt (nil) El panel izquierdo
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Figura 27: Datos simulados de distribucién normal. Panel izquierdo es construido con los
cuantiles correspondientes. Panel derecho obtenido con la funcién ggnorm de R.

datos.
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Figura 28: Gréfica cuantil-cuantil normal de los datos simulados del consumo mensual de
agua.

A saber, localice las abscisas -1, 0 y 1 sobre la recta que ajusta los datos y proyéctelos
sobre la escala vertical. Los valores son aproximadamente 2.3, 3.15 y 4.0. La media de la
normal estandar es 0, la media estimada de la distribucion serd fi = 3.15. Entre £1 se tiene
2 veces la desviacién estandar de la distribucién estandar, luego & = (4.0 — 2.3)/2 = 0.85.

7.6.2. Funcion de distribucion empirica

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ F y sean Y = (Y1,...,Y,) los
correspondientes estadisticos de orden, Y; = X(;), para j =1,...,n.
Definicién : Se define la funcién de distribucién empirica (f.d.e.; e.c.d.f. por empirical
cumulative distribution function) por

1 1 < 1 <
Fo(x) = ﬁmax{l 1Y <} = - le{xigm}(w) = Z]l(—oom(Xi)
=1 =1

1=

Note que:
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» Para = € R fijo, F,,(z) es un estadistico (funcién de la muestra que no depende de
pardmetros desconocidos).

» F,, se distribuye como el promedio de n ensayos Bernoulli (Binomial/n).

Teorema : F),(z) denota la funcién de distribucién empirica de una muestra aleatoria de
Bernoulli’s tamano n, entonces,

P <Fn(m) = k) = (Z) [F@)]"[1-F@)]"™", k=0,....n

n
Demostracion: Sean Z; = 1(_o ,(X;). Entonces, Z; ~ Ber(F(z)), por lo que }Z; ~
Bin(n, F(z)) y Fu(z) = 1 3 Z,.

Corolario : X = (X1,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ F. Fy,(z) = 1 3° T (—oo,0] (Xi)-
Entonces,

i) E[F,(z)] = F(z)
it) var(Fp(X)) = 1F(z) [1 - F(z)]

De hecho, puesto F;, es una media muestral. se sigue del Teorema Central de Limite que

Fofo) N (F@), L)1 - Fla))
Ademsds, se sigue del corolario anterior que para z fijo, Fj,(z) es un estimador insesgado y
consistente (ECM) de F(x).
Las propiedades anteriores son para cualquier funcion de distribucion F'.
Para la estimaciéon de F'y no solo de F'(z), se ha de ver la distancia de F,(z) a F(z)
para todo x € R.

Teorema de Glivenko-Cantelli .

P < sup | Fy(z) — F(z)| — O) =1
—oo<r <o
La convergencia casi sequra (cpl) de F,(x) a F(x) es uniforme en x.
Sea Dy, = sup,cg ’Fn(x) - F (x)} Entonces, D,, es aleatorio y mide la distancia de F}, a
F y el Teorema de Glivenko-Cantelli indica que P(D,, — 0) = 1. En particular, la funcién
de probabilidad acumulada de Dy, Fp, tiene toda su masa en cero. ;Qué pasa con F 5p 7
El Teorema de Glivenko-Cantelli dice que la convergencia casi segura de F,(x) a F(x)
es uniforme en z. Si x < y, jcémo es la estimacién de F(y) — F(z) =Pz < X <y)?

Proposicion :

cov(Fu(a), Faly)) = - F@)1 ~ Fy)l, o<y

Demostracion: Sea x < y, luego
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2

= <71L> Z Z Ccov (]1(_00 z) (Xz), ]1(—00 x) (XJ)>
(2]

2
= <711> Zcov (]].(,oo’x)(Xi)v]]-(7oo,y)(Xj)>
= % cov (]1(_00@) (X1), L(—ooyy) (X1)>
- % [E[]l(—oo,x) (X)]l(—oqy) (X)] - IE:[ﬂ(—owﬁ) (X)] 'E[]l(_oo’y) (X)]]
= % [Fa(a) — F(a)F(y)]
— ~F@)[1 - F(y)

Corolario :
var(Fo(y) — Fa()) = var(Fu(y)) + var(Fy () — 2cov (Fu(y), Fa(a)
= [F(y) - F@)[l - F(y) + F(x)]

Corolario : (F,(y) — F,(x)) es un estimador consistente cuadratico medio de (F(y) —

F(z)).

Proposicién : Si B € B(R), entonces, P,,(B) = 115(X;) es un estimador insesgado y
consistente (cuadratico medio) de P(X € B).

Demostracion: Note que

var(Pn(X € B)) = var <; ) ]lB(Xi)> _ %IP’(X € B)[1 - P(X € B)]

7.6.3. Prueba Kolmogorov-Smirnov
Con base en ( )
Recordar que F,(z) sigue se distribuye asintéticamente normal.
D
v [Fu(z) = F(2)] = N(O, F(z)(1 - F(x)))
El siguiente teorema establece la distribucién limite de /nD,, definido anteriormente.

Teorema : Sea X, = (Xi,...,X,) una muestra aleatoria de X ~ F, continua. Sea

Dy = D(X,) = Sup [ Fn(z) — F(2)|

Entonces, la distribucién asintética de y/nD,, estd dada por
H(z) := nh_}rgo F mp, (2)
= lim P(v/nD,, < x)

T—r00

[e.9]

= 1—22:(—1)]'_162]'25‘52 Ig+(x)
j=1
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Notas:

1. La distribucién no depende de F, es decir, la distribucién de y/nD,, es libre de dis-
tribucion, (“no paramétrica”). Lo que hace a D,, muy practica para las pruebas de
bondad de ajuste.

2. EL resultado se debe a Andrey Kolmogorov (1933). Tablas de la distribucién H se
deben a Nicolai Smirnov (1948).

3. Su uso para pruebas de bondad de ajuste:
HoiF:FO vSs. HliF#FO

Bajo Hy, sea K,, = K(X,,) = sup,ep | Fn(z) — F(z)| ~ H, la distribucién de /nD,,. Si
Hy es falsa, F;, tendera a la verdadera F' y no a Fy y por lo tanto sup,cg |F'n(z)—Fo(x)|
tendera a ser grande. Luego, una regla de decisién razonable (regién de rechazo de
tamano «) serfa

Ra = {Xn : Ky, i==sup |Fp(z) — F(x)| > ca}
zeR
con el valor critico ¢, = H(1 — a;n), disponible en tablas.

La prueba anterior se conoce como la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-
Smirnov (KS). KS valora que “tan bien” un conjunto de datos es ajustado por la distri-
bucién Fpy. El ajuste “se mide” mediante el estadistico de Kolmogorov

Dn:lXX)=§£U%@)—F@N

El teorema indica la distribucién asintética de D,,. Hay tablas de probabilidad acumulada

de H,, para distintos tamanos de muestra n’®.

Notas:

1. La distribucién de H, supone Fy conocida, luego Hy es simple. Si hay necesidad de
estimar algin parametro la distribucion ya no es valida.

2. La adaptacion de KS a Fy = N(p, 02) con @ = (1, o) desconocida se debe a H. Lilliefors
(1967).

3. La figura 29 muestra un ejemplo de una distribucién nula, la empirica y dénde se da
la maxima D,, que define el estadistico K, observado.

Ejemplo :
El siguiente arreglo presenta 40 observaciones que se dice representa una muestra alea-
toria de una distribucién uniforme en [0, 1].

0.178 0.550 0.797 0.576 0.255 0.618 0.517 0.598 0.556 0.599
0.621 0.518 0.419 0.292 0.479 0.609 0.631 0.734 0.107 0.792
0.487 0.401 0.619 0.510 0.506 0.462 0.651 0.542 0.205 0.534
0.287 0.503 0.257 0.301 0.085 0.207 0.667 0.582 0.252 0.837

La gréfica 30 ilustra de la muestra ordenada contra los cuantiles teéricos (linea recta).
La méxima distancia de los datos a la recta es 0.233, correspondiente a la observacién 36.
Luego, Ky, = méxi<r<aoi|z@) — k/n|} = 10.667 — 0.90] = 0.233.

La prueba de hipétesis con significancia a tiene como regiéon de rechazo R, = {X :
K, (X) > c¢(a,n)}. Luego, para o = 0.05 y n = 40, ¢ = .165 menor que 0.23, por lo que se
rechaza Hy con una significancia del 5 %.

382 (7).
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Figura 29: Funciones de distribucién, tedrica (continua) y empirica (escalonada). Se muestra
el estadistico K, observado.
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Figura 30: Funciones de distribucién, tedrica (continua) y empirica (escalonada). Se muestra
el estadistico K, observado.

7.7. Ejercicios

Refiérase a la Lista de Ejercicios 7.

Textos de apoyo.
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