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Las 288 pantallas que encontraréd en este Documento de Ensenanza, es resultado de impartir el curso de
Estadistica I en dos ocaciones'. El curso es ofrecido a las carreras de Contaduria, Administracién, Estudios
Internacionales y Ciencias Politicas, del ITAM. El material estd basado fundamentalmente en el libro de
texto Fundamentos de Probabilidad y Estadistica®

Mi experiencia es que el uso de pantallas ayuda al estudiante a concentrarse en la exposicién de los temas
al tener por anticipado el material por cubrir en cada sesion.

Las gréficas fueron generadas utilizando el lenguaje estadistico R. El documento fue preparado con IHTEX
y el uso del varios paquetes de ambos lenguajes. El cédigo para el procesamiento de palabras y el uso de R

estd disponible por parte del autor®

ILlamo pantallas a lo mostrado en la pantalla del salén de clases mediante acetatos y proyector, o en formato electrénico y
el uso de canén.

2V. Aguirre et al. (2006) Fundamentos de Probabilidad y Estadistica. Jit Press. Segunda Edicién.

3R Development Core Team (2005). R: A language and environment for statistical computing. R Foundation for Statistical
Computing, Vienna, Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R~project.org.

IATEX — A document preparation system. URL http://www.latex-project.org/
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Temario

e Introduccbn

e Analisis Exploratorio de Datos

e Probabilidad

e Variables Aleatorias y Distribuciones de Probabilidad

e Algunas Distribuciones de Probabilidad
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Introducci on

e Lo que dalugar a la estegdica es el problema de variaoidel febmeno estudiado.

e La palabreestadsticaviene del lain status En la antigiedad se reféa a la des-
cripcion de un estado pitico. Evoluciona a la descripmn de un conjunto de datos
NUMericos.

¢ El estudio de ratodos alternativos de alisis de un conjunto de datos da lugar a la
Teofia Estadktica.
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|. Introducci on

Contenido

e Ejemplos del uso de las Estatica
e Incertidumbre

e Poblacon y Muestra

e Definiciones Bsicas

e Datos y Tipo de Variables

e Escalas de Medion

Estadistica |

Tema l Introduccion

Ejemplos de Problemas Estatsticos

1. Contabilidad

e Seleccionar muestras representativas congmitpde auditoria.
e Prorbstico de precios en atisis de costos.

2. Finanzas

e Analisis de tendencias de precios. Risticos de ventas.
e Balance/descripbn de carteras.

3. Administradon

e Descripcon de empleados de la confijpa.
e Programas de Mejoramiento de la calidad. PrograBiaSigma

4. Mercadeo

e Sectorizaddn del mercado. ¢, Qém prefiere ga?
e Analisis de encuestas por grupo sociogmaito.
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

b) Desempleo Urbano 1985-2005
a) Encuesta a Salida de Casilla Empleoy d Friticstamabanal s

-Por prlnclpales areas urhanas

Ejemplos de eventos con incertidumbre

urbano (ENEU} - Tasa general de desempleo abierto - Me

10.90
991

» Proporsion de Votos contados 30% de casillas 8.92
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e Si van 30 % del total de casillas | 1%

contadas, ¢Gana las elecciones®
el PAN? 1

e ;Porcentajes del PRIy PRD son |

iguales? Unidades: Tasa de d

Fuente: INEGI. Encuesta Nacional de Empleo Urbano.

— Ciudad de México Guadalajara — Mornterrey

o Porcentajg e < 1.5%?yporlo 3 S
tanto pierde el registro? g | e ¢ Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas wbana
o ’ﬂ‘ e ;Cambb el comportamiento desps del “error de diciembre”?
S e PRl PR g E s Anlados e ;Hubo un cambio en el par de empleo en Guadalajara durante el gobierno
panista (1995-2000)?
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Ejemplos de eventos con incertidumbre
Ejemplos de eventos con incertidumbre d) Distribuci on de la Riqueza: Indice de Gini
c) Nivel de Inventarios Insumos-Productos Gini coefficient oo
El inventario de la compgaa A, entre insumos (100 aculos) y productos (10
productos) es de $200M. Los mulos esin clasificados en 4 tipos: A, B, C Preguntas: B o R o
y Dy tienen un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,80estros o y . s
productos, distribuidos en la misma propérci10 % de cada producto), tienen * ¢Nivel de precigin delindice? .
un costo unitario de $1000,...,$100,000. o HipotesisH: -
La empresa va a ser adquirida por el consoiloZ y se desea verificar el nivel % § g
del inventario reportado en libros. ¢&uolumen del inventario (insumos y pro- IGenie < IGmexico e
ductos) verificdia si se desea una estim@aticon un error no mayor del 5% del N
monto total del inventario?
The cumulative share of people I’DD%

from lower income
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Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cidrteertidumbreinvolucrada, incer-
tidumbre debida a la falta deformacibn que formalmente medimos egriminos
deprobabilidad

De igual forma, la probabilidad nos sirve para medir la cceede que urvento
cuyo resultado es incierto, ¢ Ocuario no?
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Poblacion y Muestra

Procesos de Conocimiento

General

Induccién

Deduccion (inferencia)

Poblacén y Muestra
Particular

Inferencia >

\ \ Muestra
\ Z Proyectos a ser auditados
- Procesos por verificar

«

- Pequefios consumidores
\ - Proveedores extranjeros

Universo o Poblacion

- Proyectos

- Procesos

- Consumidores
- Proveedores
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Incertidumbre y Estadistica

Variacion —— Incertidumbre— Informacbn

e Consecuencia de la complejidad del problema.

e No podemos anticipar con predsi el resultado.
El estudio cierifico de febmenos bajo incertidumbre o variani se basa en las-
tadstica Esto permite la toma de decisiones de manera objetiva.

La estadsticaprovee de herramientas, muchas de ellas méatiesas, para el estudio
de feromenos sujetos a incertidumbre.

Objetivo de la estadstica:

e Descripcon (resumen) de una pobléai cuyos elementos muestran vargaci

e Inferir propiedades de la pobl@ei a partir de la informabn de un subconjunto o
muestra de la poblan.
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Definiciones Basicas

e Datos -Mediciones, observaciones documentadas tomadas de améeio o ex-
perimento. Mediciones de caradtgicas observadas.

e Unidad Experimental (u.e.Elemento, objeto, persona sujeta la tratamiento bajo
estudio.

e Variable respuestaCGaracteistica observada en las unidades experimentales (su-
jetos) que pueden ser registradas y/o cuantificadas, nsargm®ente nugrica-
mente.

e Poblacon estaédbtica -Totalidad de los posibles valores de una variable respuesta
sobre la poblaéin bajo estudio.

e Paémetro -Caracteistica de la pobladin expresada nuenicamente.
e Muestra -Subconjunto de la poblatm.

e Estadstico - Tambén llamadoestadgrafa es una caractistica nungrica de la
muestra.

Estadistica |
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Elementos de un Problema Estatbtico

e Definir los objetivos del estudio e@riminos de pametros de intés.

e Determinar la pobladin de inteés.

e En su caso, determinar el proceso de muestredompGe levanta la muestra?
e Describir la pobladn de inteés. Analizar la muestra.

e Estimacon de los paametros y la calidad de los mismos.

e Resumen de resultados.

e jUso!
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Clasificacion Basica de la Estadstica

. Tabular
Presentadin de dato o
Grafica
Descriptiva Tendencia central
Medidas descriptivag Localizacbn
Estadstica DlEpEEin
i g Puntual
Estimacon
Intervalo
Inferencial

Igualdad de medias

Pruebas de Hiftesis }
Igualdad de proporciones
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Ejemplo de un Problema Estadstico

El inventario de la comgaa A, entre insumos (100 aculos) y productos (10 pro-
ductos) es de $200M. Los atilos eshn clasificados en 4 tipos: A, B, Cy D y tienen
un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50,000. Losuptos esin distribui-
dos en la misma propokm (10 % de cada producto), y tienen un costo unitario de
$1000,. . .,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consor¥ib Z y se desea verificar el nivel
del inventario reportado en libros. ¢&uolumen del inventario (insumos y productos)
verificaia si se desea una estimaticon un error no mayor del 5% del monto total
del inventario?

e ;Cual es el objetivo del estudio?

e ¢ Cual es la poblagn de intees?

e ;Tomara muestras o levanfarun inventario al 100 %?

e ;@mo reportdr los resultados?
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Datos
Necesidad de datos
1. Proporcionar elementos imprescindibles para un estuiigestigacbn.
2. Medir el desemge de un servicio 0 proceso.
3. Como ayuda para la elaboraeide cursos alternativos en la toma decisiones.

4. Curiosidad.

Calidad de los datos
Importantela calidad del estudio/afisis depende fuertemente, aunque no exclusi-
vamente, de la calidad de los datos. Si los datos son malssréha@n los nétodos
estadisticos mas sofisticados no paain recuperar la informa@n esperada.
Principales problemas con los datos

e Poblacdn mal definida.

e Muestra no representativesesgada

e Mal procesamiento de la informaxi.

e Procedimiento estastico no adecuado.
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Tipo de Datos o Variables

Nominales Color de auto: rojo, negro, . ..
Cualitativa
Ordinales.calidad de un servicio: bueno, regular, malo
Variables
Discretas Niumero de empleados por departamento: 1,2, ...
Cuantitativa
Continuasingreso mensual: $5000, $10000, ...

Estadistica |

Tema l Introduccion 19

Escalas de Mediadbn

Dependiendo de la precisi de los datos satrel tipo de aalisis.

1. Escala Nominalta mas lasica clasificaéin de los valores en catedas (exhaus-
tivas excluyentes). No hay relaci de orden. Operaciones arétitas no tienen
sentido. E. g., estado civil; zona donde vive; color de auto.

2. Escala OrdinalDel tipo nominal pero las catedas pueden ordenarse de acuerdo
al grado de pose®n de cierto atributonfayor que, menor qUeE. g., nivel escolar:
primaria, secundaria, etc.; nivel socioe6orico: bajo, medio y alto; calidad de
servicio: bueno, regular y malo. Operaciones agiinas sin sentido.

3. Escala de IntervalcAdemas del grado de posési de cierto atributo es posible
medir la intensidad de la posési Se acepta (arbitrariamente) una medida como
cerou origen. Las operaciones de sumay resta &idas. E. g., las escalas Celsius
y Fahrenheit de temperatura.

4. Escala de ram:El ceroindica “ausencia” del atributo. Todas las operaciones arit
méticas son &lidas. El cociente nos permite la compadagpor proporciones (ra-
zones). E. g., costo mensual en publicidad; ingreso anomlida, etc.

nominal D ordinal D intervalo D razon
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Tipo de Variables

Variables CualitativasCuando la informaéin tomada denotan cualidades o atributos.
Pueden clasificarse en uaimero fijo de clases o catef@sexhaustivas y excluyentes
Asi, los datos quedan clasificados en una y solo una cagedeér g., considere los
empleados de la empresaBC":

Variable Categadas

Departamento produdm, ventas, contabilidad, . ..
Turno matutino, vespertino, nocturno
Escolaridad  primaria, secundaria, . ..

Género masculino, femenino

Variables Cuantitativa¥ariables o respuestas con significado Buico obtenidas por
conteo o medid@n. Si son por conteo, las variables se did&etretasSi por mediodn,
continuaskE. g., considere nuevamente a los empleados de la empreSa

Variable Valores posibles Tipo
Antigliedad (aos) 1.2,... discreta
Sueldo mensual ($) 1000-50000 continua
Vacaciones (ts) 6,7,... discreta
Peso (kg) 50-120 continua
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Escalas de Mediadn
Ejemplos:

Escala
Variable Valores Tipo de Medién
Afiliacion poltica: PRI, PAN, ... cualitativo ~ nominal
Dias en calendario: gregoriano, maya, ... cuantitativo riate
Tipo de automovil: deportivo, de lujo, ...  cualitativa  normi
Clasificacon de peicula: nihos, adultos, ... cualitativa ordinal
Estatura (cm) 150 — 220 cuantitativo taw
Nivel de tonos bajos —7—+7 cuantitativo  intervalo
Consumo dctrico (kw/hr.) — cuantitativo ram
Habilidad en Karate: cinta amarilla, verde, ... cualitativ ordinal

Estadistica |



Il. An alisis Exploratorio de

Datos

Contenido

e Variables Cualitativas

e Variables Cuantitativas

e Medidas Descriptivas

e Diagrama de Caja y Brazos
e Problema de Comparami

e Problema de Asociagn

Tema ll

Ejemplo: Encuesta de televigin por cable

Datos de la encuesta de televisn por cable
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Andlisis Exploratorio de Datos

obs colonia manzana adultos ninos teles renta tvtot tipo orval

1 1 2 20
2 2 2 25
3 3 2 20
4 4 2 8
5 5 2 25
36 36 1 2
37 37 1 2
38 38 1 9
39 39 1 9
40 40 1 4

3

[EN ORI

W N WWN

2

N NN W

O O O O o

2

oON P Bk

A WO wWN

50
65
45
35

0

60
70
85
70
80

68
82
40
56

0

20
28
28
20
28

B

B
A
A
N

O0o00>

79928
94415
120896
132867
141901

332699
336290
355641
357972
370325
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Ejemplo: Encuesta de televishn por cable?

Una empresa de televisi por cable encagga un bufete un estudio de mercado para
conocer el perfil de los clientes potenciales de una zondawrsial formada por dos
colonias. Las colonias constan de 12 y 25 manzanas con urdéo286 y 605 hog-

ares, respectivamente. Mediante muestreo prdkébd (no discutido

agyse selec-

ciond una muestra de ocho manzanas y cinco hogares por manzanad&mogar
seleccionado se recabaron varias respuestas de las geBtpress solamente algunas

deéstas.
Variable Descripd@n

1 Colonia Colonia ala que pertenece el hogar de la zona resale

2 Manzana Nmero de manzana a la que pertenece el hogar

3 Adultos Nimero de adultos por hogar

4 Niflos Numero de rfios menores de 1Zas por hogar

5 Teles Nimero de televisores por hogar

6 Tipo Tipo de televisor que posee: ByN, color, ambos

7 TVtot Suma del imero de horas frente al televisor en la semana
de todos los miembros de la familia

8 Renta Cantidad &xima de renta que el jefe del hogar estalispuesto
a pagar al mes por servicio de TV por cabldi{tiplos de $5)

9 Valor Valor catastral del hogar (m$). La respuesta se usadza idea
aproximada del ingreso familiar

aAguirre et al. (2003)

Estadistica |

Tema ll Analisis Exploratorio de Datos

Variables Cualitativas

Descripcion Tabular

Tabla de Frecuencias para la variabletipo (tipo de televisibn)

Unatabla de frecuenciasos muestra la frecuencia (absoluta o relativa) observada d

cada una de las catedas de la variable.

total Colonia 1 Colonia 2
tipo fi b % fi pi % fi p %
Ambos 10 0.25 25.0 2 0.133 13.3 8 0.320 32.0
Blancoy Negro 4 0.10 10.0 1 0.067 6.7 3 0.120 12.0
Color 24 0.60 60.012 0.800 80.012 0.480 48.0
Ninguno 2 005 50 00.000 0.0 2 0.080 8.0
Total (V) 40 1.00 100.015 1.000 100.025 1.000 100.0

Donde f; son las frecuencias absolutas,= f;/N las frecuencias relativas y % las

frecuencias relativas expresadas en porcentajes.

Estadistica |



Tema ll Andlisis Exploratorio de Datos 5 Tema ll Andlisis Exploratorio de Datos 6

Variables Cualitativas
Variables Cualitativas

Descripcion Gréfica

Descripcion Gréfica

a) Diagrama de Barras
Distribucion de Tipo de Television por Colonia (porcentajes) b) Diagrama Circular o de Pastel

Distribucion de Tipo de Television (porcentajes)

30+ 75
blanco y negro: 10
254 62.5 ;W: ambos: 25
o)
0 c
o] [0
5 20 ° . 50 2
- g
2 -
© 0o
o 15 la7s S Los 360° se dividen pro-
) © . . .
g o Sl porcionalmente de acuerdo
3 (2] . .
g 10 B S B a la frecuencia relativa;
£ S .
2 (G=1,...,k).
5 125 = color: 60
o~ -0
Ambas ByN Color Ninguna

Nota Los diagramas de barras son preferibles sobre los de pBbigb humano es bueno para
juzgar medidas lineales pero malo en juzgagas relativas. Vea por ejemplo, la séadVote en:

e Las alturas de las barras corresponden a las frecuencialsit@isso relativas. , ) )
http://stat.ethz.ch/ R-manual / R-pat ched/ | i brary/ graphi cs/htm /pie. htnl

e Hay una barra por cada una de las catigor
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Variables Cualitativas Variables Cuantitativas

Graficas Circlllares Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Discretas

Distribucion de Tipo de Television por Colonia (porcentajes) Similar al diagrama de barras para variables cualitathv@scategdas son los valores
Colonia 1 Colonia 2 discretos.

Distribucion de frecuencias para las

blanco y negro: 6.7 ambos: 32 . - Distribucion de Frecuencias de Ninos y Adultos
I s S variablesadultosy nifios = =z

== NIno$
(Encuesta de TV por cable)

] -
ambos: 13.3 . % %
: N
adultos | nifios 30 §§ g
ninguno: 1e-0' valores f; pi| fi Di < S §§ Z
. 8 NN
ninguno: 8 0| 0 0.000 9 0.225 = § §§ é
o 204 |
colr: 80 1 7 017511 0.275 : N §§ §§
s 215 0.37512 0.300 1P
314 0.350 8 0.200 £ ] §§§ §§
2N
4| 4 0.100 0 0.000 NN
NN
total| 40 1.00040 1.000 o) B 4§ %§ Z§
e La presentadin de gaficas de resultados para distintos grufaadita el aralisis. ° ;ersonaszpor fammz )
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Variables Cuantitativas

Diagrama de Punto

Renta dispuesta a pagar por servicio de TV por cable

1
0 20 40 60 80 100
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Variables Cuantitativas
Diagrama de Tallo y Hojas
Construccion:
e Determinar el valor raximo (maX y minimo de las observaciones.

e Determinar una regla para separar logitds de cada observaci en 2 partesté-
llosy hojag. La regla se aplica a todos los datos.

e Para cada dato (observan) incluir una hoja en el tallo que corresponda.

e Una vez concluidos todos los datos se ordenan las hojas.

Tallos y Hojas para la variable TVtot

m n=0, max=86

tallo | hojas tallo | hojas
0] 00 0] 00
1] 64 1] 46
2| 804089782 2| 000247888
3| 1552480 3] 012455
41 2020 4]1 0022
5| 4642 5| 2446
6] 9820 6| 0289
71 406 7|1 046
8| 46422 8| 2246
NO ORDENADO ORDENADO
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Variables Cuantitativas

Diagrama de Punto

Construccion:

e Eje horizontal representa el valor de las observaciones.

e Un punto (bolita) por cada observani Para valores similares se coloca punto
sobre punto.

e Faciles de constuir e interpretar cuando se tienen menos (Ep8atos y no hay
tanta repetién de valores.

Carateristicas aparentes en los diagramas de punto:
e Observaciones Agicas (“outliers”). Valores sustancialmente grandes o pégse
respecto al resto de los datos.
e Huecos Espacios grandes entre grupo de puntos.

o Perfil de la distribucdn. Valores mas frecuentes.
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Variables Cuantitativas
Diagrama de Tallo y Hojas

Nota En un diagrama de tallo y hojas se puede observar:

e Que tan alejados se encuentran los datos.

e Alrededor de que valor se concentraasios datos.

e Si hay muchos datos alejados del resto de las observaciones.
e Si hay simefia en los datos.

e Si hay grupos aislados.

Estadistica |
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Variables Cuantitativas
Diagrama de Tallo y Hojas

En ocasiones hay muchas hojas por tallo. En esos casos snml#it los tallos para
mayor detalle. E. g., Diagrama de tallo y hojas expandida [zavariableT Vtot.

0

o
o

1

2

O U1l O ~NO O BN
o Ul » 0O
N 0N OO

» oo N

ON OO 0WwOoOoON
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Variables Cuantitativas
Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Continuas

En el caso de las variables continuas, puede suceder queepitse datos. Se cons-
truyen entonces intervalos para clasificar observaciorsesdeterminan las frecuen-
cias de clase.

1. Determineméx, min y rango= max — min = amplitud. E. g., Variablealor en
la encuesta de TV por cable.

max = 370325; min = 79928; rango= max — min = 379325 — 79928 = 290379
2. Decidir cuantos intervalos de clasé)( usar, as como el ancho d) de cada
clase. (Recomendado < k£ < 20.) Elija el ancho del intervalo de modo que

k x ¢ > rango(amplitud).
Tomamosk = 6, ¢ = 50, 000.
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Variables Cuantitativas
Distribuci on de Frecuencias para Variables Discretas

Similar al diagrama de barras para variables cualitathvascategdas son los valores
discretos.

Distribucion de Frecuencias de Ninos y Adultos
ZzZ

Distribucion de frecuencias para las
variablesadultosy nifios [= et

(Encuesta de TV por cable)

30

N

adultos | nifios
valores f; il fi Di
0 0 0.000f 9 0.225

1| 7 0.175|11 0.275
215 0.375|12 0.300
314 0.350| 8 0.200

41 4 0.100| 0 0.000
total| 40 1.000 |40 1.000

20

frecuencias relativas (%)

10

A i
T,

Z\

ZN
0 1 2 3 4
personas por familia
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Variables Cuantitativas
Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Continuas

3. Elegir el valor inicial para el primer intervalo de clagste debe ser menor que el
minimo observadon(in).

Tomamos/b, luego los intervalos de clase quedan:

clase intervalos de clase marca de clage p; (%)

1 (75, 125] 100 3 8
2 (125, 175] 150 8 20
3 (175, 225] 200 10 25
4 (225, 275] 250 8 20
5 (275, 325] 300 5 13
6 (325, 375] 350 6 15

40 100

Los datos agrupados pierden valores o0 magnitudes. Resulariente definir el
punto medio del intervalo com@presentante o marca de cl&sg).

75+ 125 195 + 175
my = ”2 2 — 100, m2:70; 2

=150, ...
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Variables Cuantitativas
Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Continuas

Otra caractéstica de integs en datos cuantitativos esffacuencia acumulagabso-

luta (F;), o relativa (P;). Se obtiene sumando las frecuencias de todas las cetegor
menores incluyendo la clase en curso:

k k
Fk:Zfia PA;:ZM
=i P

Tabla de frecuencias de la varialvigor
intervalos de marcade _ Porintervalo  Acumulada

intervalo clase clase absoluta relativa Absoluta Relativa

{ I; m; fi Di F P

1 (75, 125] 100 3 .08 3 .08
2 (125, 175] 150 8 .20 11 .28
3 (175, 225] 200 10 .25 21 .53
4 (225, 275] 250 8 .20 29 .73
5 (275, 325] 300 5 .13 34 .85
6 (325, 375] 350 6 .15 40 1.00

E. g., Podemos ver que, por ejemplo, 28 % de los hogares tialeres catastrales
menores a 175,000.
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Variables Cuantitativas
Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Continuas: Histogramas

Histograma de la variable valor
(12 clases intervalos de clase)

16
14 t 7
e Si deseamos &s detalle 7
aumentamos el imero de &
clasesk. S 10t
ko)
e Si cambiamos el anchodela £ g |
clase ¢) cambiaan las fre- % %
: 6 r
cuencias. g
=, Y 7
2t %
0 - \

T T T T I I I I
1125 162.5 212.5 262.5 312.5 362.5
87.5 137.5 187.5 237.5 287.5 337.5

valor (miles)
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Variables Cuantitativas:
Distribuci 6n de Frecuencias para Variables Continuas: Histogramas

Histograma de la variable valor
(6 clases intervalos de clase)

10+ v777777) —25
8- —20
g g
=]
= ©
2 & 15 2
< o
S s
ks o
5 g
4 1
°3
= o
2 5
0- o

100 150 200 250 300 350
valor (miles)

e Similar a los diagramas de barras para variables cuafitatias clases o categas
estin formadas por los intervalos de clase.

e En un histograma las “barras” son adyacentes. Esto es mmni@gnuidadde la
variable graficada.
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Relacibn entre histogramas y curvas poblacionales

Histograma y poligono de frecuencias

Nota %

e Esperamos que la distribiaci de fre-
cuencias nos sugiera un perfil similar %
al de la poblad@n.

e El perfil del histograma nos provee
de una caracterizam de lavariabi-
lidad y distribucionde los valores de
la poblacion estatbtica.
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Curvas poblacionales

El modelo materatico de la distribudin de frecuencias poblacional de una variable
continua se puede visualizar como la verssoravizadade un histograma dedala
poblacbn.

e Las frecuencias quedan pareas bajo
la curva.

e A la representaéin g@éfica de las fre-
cuencias poblacionales se le denomina
curva de distribudn de la frecuencia
poblacional.

e Puede adquirir las siguientes formas:
o Simétrica
o Sesgada
o Bimodal
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Curvas poblacionales

o Segada a la derech
Distribuci on Sesgada A TS

e Se caracteriza porque una de las ex-
tremidades (colas) é€stmas extendida
gue la otra. La direcén delsesgoco-
. pesos
rresponde a la extremidad de mayor ex- ingreso
tenson.

Segada a laizquierda
e E. g., Ladistribuddbn del ingreso es ses-
gada a la derecha. La tasa de retiros o
jubilaciones es sesgada a la izquierda.

edad
tasa de retiro o jubilacion
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Curvas poblacionales

Distribuci 6n Simétrica

Simetrica

e Se caracteriza por la existencia de un
valor central alrededor del cual se dis-
tribuyen los valores probables de ma-
nerasimétrica.

e E. g., ladistribuddn de las estaturas de
las estudiantes mujeres del ITAM.

estaturas
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Curvas poblacionales

Distribuci 6n Bimodal Bimodal

e Se caracteriza por tener dos cimas
(moda$ o “jorobas” separadas indican-
do la combinadn de dos grupos con
diferentes distribuciones.

e E. g., Distribucon en el da del imero
de personas demandando un servicio.
Las modas corresponeitsn poco des-
pués de abrir la oficina en la mana y
tarde.

hora
Demanda de servicios
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Curvas poblacionales

Poligono de Frecuencias

. Poligono de frecuencias de < valor >
Construcaon:

e Se unen los puntos medios de la parte
superior de las barras del histograma y
se cierran los extremos con el eje hori- \
zontal.

e La grafica muestra la el histograma y Xéf
poligono de frecuencias de la variable
valor en la encuesta para el estudio l
de TV por cable. Mtese la posibl®i-
modalidadde la muestra.

87.5 1375 1875 2375 2875 3375

valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales

Ojiva

. Ojiva de la variable < valor >

e Si deseamos obtener el por-
centaje de casas cuyo val-
or catastral es menor de
$250,000, localizamos en el
eje horizontal el valor y lo
subimos a que corte la 0ji-
vay leemos el valor en el eje g |
vertical. s

80

62.5%

%)

lativ

nera re

Si deseamos saber (estimar
cual es el valor catastral del
primer 20 % de la poblaén,
trazamos una recta horizon-
tal a la altura de 20% has-
ta cortar la ojiva, desyis
proyectamos verticalmente 2ec
y_Ieemgs la cantidad en el ° 7‘5 100 1‘25 150 1‘75 200 22‘5 250 2;5 3bo 32‘5 aso 3;5
eje vertical.

8 40

frecu

20

valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales

Ojiva
Ojiva de la variable < valor >

100 4

80 1
Construcaobn: S
(]

. = d

e La ojiva es la curva que resultag *

) . .o
de graficar las frecuencias relativass
Q

acumuladas contra einhite supe- & 41
. . (%]
rior de los intervalos de clase. g

20 1

0-—» T T T T T T
100 150 200 250 300 350
75 125 175 225 275 325 375
valor (miles de pesos)
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Curvas poblacionales

Percentiles

e Los percentilesdan infor-
macibn acerca de @mo se 100
distribuyen los valores de la /
variable en estudio.

Percentiles de la variable < valor >

80

eSi p esh entre 0% vy
100% el p-ésimo percentil
es el valor de la abscisa
(eje horizontal) tal que al
menos 100p % tienen un
valor menor o igual &l.

Percentil 20% = 160

Percentil 90% = 345
60 -

frecuencia relativa (%)
oy
o
!

e En el ejemplo de TV por ca-
ble, el percentil del 20% es 20
aproximadamente $160,000
y el 90-percentil es de y el
$345,000. Luego, solamente
10 % de casas tiene un valor
catastral mayor a $345,000.

valor (miles de pesos)
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Distribuci bn de Frecuencias
Agrupacion de Variables

La agrupadn de variables consiste en formar una variable cualitaticate@rica
combinando los valores de otra variable.

e De esta manera se puede convertir una variable categorictieepero con menos
clases. E. g., tipo de televisi en la encuesta de TV por cable.

tipo p; televisbn p;’
Ninguna 0.05 sin 0.15
Blanco y negro 0.10

Color 0.60 con 0.85
Ambos 0.25

e De igual forma se pueden agrupar variables cuantitativasatamricas. En este
caso se definen las categs en érminos del valor de la variable en estudio. E. g.,
para la variablevalor (en miles de pesos) definimos las clasefo ( < 200), medio
(200 < valor < 300), y alto(> 300).

clase intervalo f; p, F, P

bajo  (75,200) 17 .425 17 0.425
medio [200,300] 14 .350 31 0.775
alto  (300,400) 9 .225 40 1.000

Estadistica |

Temal ll Andlisis Exploratorio de Datos 31

Medidas de Tendencia Central

Las medidas de tendencia central son valoresamioms que intentan, en cierto sentido,
localizar la parte central de la distriboaoi de frecuencias.

Mediana

Es el percentil del 50 %. Es el valor que ocupa la posicientral de los datos desgsu
gue han sido ordenados de manera ascendente. Luego, 50 %dids es menor o
igual que la mediana, y el otro 50 % es mayor o igual que la media

DenotamosV/ a la mediana de la distribuim de valores poblacionalesy a la me-
diana de la distribuéin de una muestra.

La mediana es una medida de tendencia ceftiben casos de distribuciones ses-
gadas.

Calculo:

e Uso de la ojiva de la distribugn. Recuerde que la mediana es el percentil del 50 %.

e Uso del diagrama de tallos y hojaslenadoLocalice el valor central. Si el numero
de hojas: es impar la mediana correponde al valor en la pogigi + 1)/2. Si el
numero de hojas es par, la mediana seel promedio de los valores centrales (en
las posiciones /2y (n + 2)/2).
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Medidas Descriptivas

Ademas de la descripoh giafica de la variaéin de los valores de una
muestra o de la poblam total, existen algunagimerosgue ayudan
a mostrar aspectos relevantes de la distritoude frecuencias.

Estas pueden describir alrededor dé galor los datos se distribuyen,
ad como conocer geltanto valan los datos alrededor de estos va-
lores.

A estos valores se les denomimeedidas de tendencia centyahedi-
das de variabilidadespectivamente. En conjunto se les conoce como
medidas descriptivas
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1

Una empresa fabricante de productos cetsros y de limpieza maneja ventas de
alrededor de 400 productos distintos a &mvle once centros de acopio en toda la
replblica. Dado el gran volumen de producto que se maneja egtampe que haya

un buen control de inventarios, ya que si se tienen muchaiarie ocioso signifi-

ca dinero que no se @sempleando en producir, mientras que un inventario escaso
significa tener una demanda no satisfecha.

La empresa contratlos servicios de un bufete y reaibia siguiente &rmula para el
control de inventarios:
nivel de reabastecimiento = 1.3 * %ad en tansito * venta raxima

dondedias en tansitosignifica el imero de ths que tarda en llegar un pedido al
centro de acopio, y el factor 1.3, el bufete lo lel factor de “paranoia”.
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1 (cont.)

Ventas diarias de suavizante para ropanféro de cajas vendidas. Centro de acopio Guadalajara.

semanal semana?2 semana3 semana4 semana5 semana6 semana?

0 2838 413 5592 0 465 2199
515 590 a7 673 80 703
746 331 340 561 159 462
1237 450 265 548 183 175
879 570 1083 216 113 422

La tabla presenta la venta en cajas de un suavizante para&mnoglacentro de aco-
pio de Guadalajara. La planta manufacturera est Mexico, por lo que los iés de
transito son 3. Aplicando léfmula anterior se obtiene que para Guadalajara el nivel
de reabastecimiento es de 21,808. Claramédis es una recomendaciexagera-

da de inventario. La empresa deéidiacer un estudio eststico. Para comenzar se
analizaron los pedidos diarios de lobimos meses. La tabla presenta las ventas del
tltimo mes y medio ya que las conclusiones son similares.
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Medidas de Tendencia Central
Media

De las medidas de tendencia centrahiadiaes la nas coniin. Esta es el promedio
aritmético de los datos. Conceptualmente, el promedio de todasddliciones de la
poblacbn estatstica es lamedia poblacionaf se denota pop (letra griega llamada
umun).

1 X
H'::jvfii:ﬂw
i=1

dondeN es el total de la poblagn. Lamedia muestrade denota pat y est dada por
el promedio de los valores de la muestra. Esto es,

1 n
T = E Z xX;
i=1
donden es el taméo de la muestra.

En el ejemplo 1.4.13 = 734.68. La media y la mediana &st alejadas pues la distribu-
cion muestral es sesgada a la derecha. En este caso la mediambuen indicador
de la tendencia central.

La media es una buena medida de tendencia central cuandoelstrmmo es muy
sesgada y no hay valorespmtos.
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Medidas de Tendencia Central
Ejemplo 1.4.1 (cont.)

NO ORDENADO ORDENADO
0| 00, 47, 00, 80 0| 00, 00, 47, 80
1| 59, 83, 13, 75 1| 13, 59, 75, 83
2| 65, 16 2| 16, 65
3| 31, 40 3| 31, 40
4| 50, 13, 65, 62, 22 4| 13, 22, 50, 62, 65
5| 15, 90, 70, 61, 48 5| 15, 48, 61, 70, 90
6| 73 6| 73
7| 46, 03 7| 03, 46
8| 79 8| 79
9 | 9
10 | 83 10 | 83
11 | 11 |
12 | 37 12 | 37
21 ] 19 21| 19
28 | 38 28 | 38
55 | 92 55 | 92

El nimero de datos es 31, luego la mediana corresponde a(3lato1)/2 = 16, es
decir,m = 462.

Es claro que resulta cuestionable un inventario de cerc@,80@ cajas cuando el 50 %
de las ventas es menor que 462 cajas.
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Medidas de Tendencia Central
Media

Calculo de la media usando la distribucdn de frecuencia - Datos Agrupados

El calculo de la media a partir de una tabla de frecuencias esiapado pues no se
cuenta con el detalles de los datos. En este caso,

n
1
T=— E fi-my
n 4
i=1

dondef; y m; son la frecuencia absoluta y la marca de clasé-ésimo intervalo de
la distribucbn de frecuencias. Luego,

n n a3 n q n
1 Jimi fi
T=— fim; = —_— = —m; = DM
n 4 : n £~ 1, :
i=1 i=1 i=1 i=1

E. g., en el estudio de TV por cable, la media de la varighler est& dado por:

o = 0.075(100000) + 0.200(150000) + - - - + 0.150(350000)
227500

El promedio aritngtico de las observaciones es realmente 227966, bastanénce
al calculado de la tabla de frecuencias. En este caso la need&ala muestra es =
216393, cercano tamlgin av, pues la distribu@n devalor no es muy sesgada.
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Medidas de Tendencia Central

Media

Temal ll

frecuencias relativas (%)

25

20 1

15

10

Histograma de < valor >

75 125 175 225 275 325

valor (miles de pesos)
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Percentiles o Medidas de Posion

Los percentile® medidas de posion son otras medidas descriptivas de gran utilidad.

Recuerde que lanedianacorresponde al percentil del 50 %, esto es, aquel valor que
divide los datos en dos partes iguales (50 % cada una).

Los cuartilesson los valores que dividen al conjunto de datos ordenad@si&tno
partes. Es decir, aquellos valores que tienen 25 %, 50 % y 7& %sdvalores de la
distribucibn de frecuencias por debajo de ellos.
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Medidas de Tendencia Central
Moda

Para un conjunto de datos discretosradase define como aquel valor que ocurre
con mayor frecuencia. Si el valor ésico, decimos que la distribuim de frecuencias
esunimodal Para ver si hay mas de una moda, es conveniente observafitzagie
barras de la distributmn de frecuencias y buscar cimas (picos). Los valores deisa|
las cimas sém los candidatos a modas.

En el caso de variables continuas, a partir de loggpabs de frecuencias, aquellos
picos o cimas aparentes correspoiades valores de posibles modas.
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Percentiles o Medidas de Posion

Cuartil inferior o primer cuartil

Tiene por debajo a 25% de los valores de la distriniale frecuencias. El primer
cuartil poblacionalse denota pof); mientras que el primer cuartiuestralpor ¢;.

En datos ordenados el primer cuartil se localiza en

g = T

dondel(m) corresponde a la localizagi de la mediana. Si el resultado es umero
fraccionario entonces el primer cuartil ser el promedioodevalores adyacentes.

En el ejemplo 1.4.1(m) = 16, luego
(1) =(164+1)/2=85
y del diagrama de tallos y hojas,

¢ = (183 +216)/2 = 199.5
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Percentiles o Medidas de Posion

Cuartil superior o tercer cuartil

Tiene por debajo a 75 % de los valores de la distribuale frecuencias. El tercer
cuartil poblacionalse denota pof); mientras que el tercer cuantifuestralpor gs.

En datos ordenados de mayor a mebtercer cuartil se localiza en

l(g3) = l(m)%l

dondel(m) corresponde a la localizagi de la mediana. Si el resultado es umero
fraccionario entonces el tercer cuartil ser el promedimdevélores adyacentes.

En el ejemplo 1.4.1(m) = 16, del diagrama de tallos y hojas,

g3 = (673 + 703)/2 = 688
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Percentiles o Medidas de Posion
Valores observados (en miles de pesos) de la variatite en la encuesta:

79.928 94.415 120.896 132.867 141.901 147.997 156.410 156. 841 157. 041 161. 222
162. 509 180. 124 180. 437 190. 314 192.265 192.816 193.279 205. 656 216.190 216. 321
216. 465 225.694 237.752 241.531 249.098 252.221 261.763 269. 898 271.556 279. 163
299. 558 311. 195 318. 551 322. 652 329. 198 332. 699 336.290 355. 641 357.972 370. 325

122. 0745

Para calcular gbrimer decil i. e., el  Deciles para la variablealor
percentil del 10 %: en miles de pesos

i = %)00 40 = 4.0 porcentaje %) i decil

10| 4.0]137.3840

Luego, 20| 8.0]156.9410
pro = (132.867 + 141.901)2 = 137.384 S0 1210 1802508
40116.0|193.0475

Similarmente, para el cuarto decil 50120.01216.3930
(40 %): 60 |24.0| 245.3145
P P 70 28.0 | 270.7270

100 80 |32.0|314.8730

pao = (192.816 + 193.279)/2 = 193.0475 9036.0 | 334.4950
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Percentiles o Medidas de Posion

Percentiles

El p-ésimo percentiés aquel valor que dej@0p % de los datos ordenados (de menor
a mayor) por debajo.

Calculo delp-ésimo percentil:

e Ordenar los datos de manera ascendente.
e Calcular elindice .
=—n
100
dondep es el percentil de intés yn es el taméo de muestra.

7

o Sii no es entero, se redondea. El valor inmediato mayaiimigica la posicbn
del p-ésimo percentil.

o Sii es entero, eb-eésimo percentil es el promedio de los valores de los datos en
los lugares ei + 1.

Deciles
Los decilesson los percentiles del 10 %, 20 %, ..., 90 %.
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Medidas de Tendencia Central y de Posion

Media, Mediana y Cuartiles

Histograma de la variable valor

14 t 7

frequencia relativa (%)

.,

0~ I — ) N O R R R
1125 = 1625 2125 2625 3125 = 3625
875  137.5 1875 2375 2875 3375

N

-

90%=334.49

valor (miles)
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Medidas de Dispersbn

Las medidas de tendencia central nos sirven para sabeedinede gé valores se
distribuyen las observaciones pero n&@danto estos datos van.

Las medidas de dispeiainos dicen que tanto vian los datos. Estas medidas&er
pequdias si no hay mucha diferencia entre las observacionesiy geandes en caso
contrario.

Amplitud o Rango (R)

Amplitud o Rango R). Mide la distancia entre el mayomfx) y el menor (nin) de
los datos £'s).
R= amp“tUd: Tmax — Lmin

E. g., en el caso de la variabtalor:
R = 370.30 — 79.93 = 290.47

Amplitud Intercuariica (A.l.) o Rango Intercuartiles (R.I.Jambgn se basa en la dis-
tancia entre cuartiles. Es la diferencia entrewrtil superiofqs) y el cuartil inferior
(q1). E. g., para la variablealor

Al =g — qi = 284.30 — 162.20 = 122.1
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Medidas de Dispersbn
Varianza (0?)

De la misma manera que esperamos que media muestsé cercana de la pobla-
cional .z, tambén esperamos que la varianza muesttase cerca de”.

Note que la varianza se expresa en las unidades originalesadtado. Entonces,
la raiz cuadrada de la varianza @sn las unidades originales y se conoce como la
desviacdbn eséndarc = o2,y s = V/s%.

caracteistica poblacional muestral

media I z
mediana M m
varianza o? 52

desviacbn o s
es@indar

Nota Tanto la varianza como la desviani eshndar son medidaso resistentes o
robustas, en el sentido de que son sensibles a datos extremos
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Medidas de Dispersbn
Varianza (o?)

La suma de desviaciones de la media muestral (promedio&itinx) es cero. Esto
es,y . ,(x; — x) = 0. Luego, aunque los datos ¥@an mucho, la suma de desviaciones
es nula. Para evitar la cancelacide valores mayores de la media con los valores
menores, se suman las desviaciones al cuadrado.

De manera similar como lo hicimos con la media poblacignale define lavarianza
poblacionatomo el valor medio de las desviaciones al cuadrado. Esto es,

N
, 1«

2 _ o 2
7 *NZH(L #)

La varianza muestrale define como la suma de desviaciones respecto a la matia
cuadrado y se denota pe:

5 1
2 _ a2
Sinflg(m z)

=1
En la piactica, la varianza muestral se calcula aprovechando éddgd:

no9 =2
2 — 2 T — N

n—1
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Medidas de Dispersbn
Varianza (c?)
Calculo de la varianza usando la distribucon de frecuencia - Datos Agrupados

El calculo de la varianza en una distribide frecuencias es similar a como se hizo
con la media. Las marcas de clase son representantes de las observaciones en el
correspondiente intervalo de clase.

1 -, ¢
= Z fi(m; — z)?
i=1

n—14

dondef; es la frecuencia absoluta correspondiente&@dimo intervalo de clase. Al-
ternativamentes® tambin se puede calcular como

2 _ iy fim} —n@®
n— 1

E. g., para la variablealor, z = 227, 500

S

1 .
$2= o= [(79,928 - 221, 500)2 4 - - - + (370,325 — 227, 500)] = 5,973.786, 750

o bien, utilizando la distribudn de frecuencias con 6 intervalos de clase,

2

s [3(100,000)? + 8(150, 000)% + - - - + 6(350,000) — 40(227, 500)?] = 5,762.820, 513

Ta0-1
Por lo que la desviaén esandar estda dada pos = /5, 762.820, 513 = 75, 913.24
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Medidas de Dispersbn

Coeficiente de Variacon (C.V.)

El coeficiente de variaéh mide la disperéin relativa de un conjunto de valores al
dividir la desviacbn esandar entre la media.

El coeficiente de variaén poblaciona(C.V.) y el coeficiente de variabh muestral
(c.v.) esén dados respectivamente por:

cv.=2 CV. =
1

S| w

Nota El coeficiciente de variadh permite expresar la desvianiesandar como pro-
porcion de la media y es independiente de las unidades. Esto pecomitparar la
variabilidad de dos conjuntos de datos.

Estadistica |
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Diagramas de Caja y Brazos

Los diagramas de cajas y brazzsemplean para analizar y presentar las cafatitars
mas importantes de un conjunto de observaciones como sdizéman, dispersin,
simetiia y observacionesigicas. Adenas resultariitiles en la comparagn de dos o

mas conjunto de datos.
Atipico Menor  Atipico Mayor

adyacente q; da adyacente
inferior [ superior
— — O [ J
,,,,,,,,, ) S IS
Fy f4 fo F2
fes =15« ALl
barreras interiores: fi=q — fes fo=q3+ fes
barreras exteriores: Fi=fi— fes Fy = fo+ fes

adyacente inferior: observari mas pequa superior g; y menor ag;
adyacente superior: obsenagimas grandda inferior af, y mayor ags

afipicos menores: aquellos datos enfre F’
afipicos mayores: aquellos datosswalb deF’

Estadistica |
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Medidas de Dispersbn

Coeficiente de Variacon (C.V.)

Estadsticos Descriptivos 2.0
renta val or
M n. 0.00 79.93 15 i
1st Qu. 50.00 162.20 o g
Median  62.50 216. 40 ° 8
Mean 58.25 228.00 = 101 ° :
3rd Qu. 70.00 284.30 o 8
Max. 85.00 370.30 o5 o
var 316. 09 5973.79 g
sdev 17.78  77.29
cv 0.31 0. 34 0.0~ o
renta valor
Estadistica |
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Diagramas de Caja y Brazos
Para el ejemplo de la venta de suavizantes:

¢ =199.5, ¢3=088.0, A.l.=688.0—199.5 = 488.5
fes = 1.5(488.5) = 732.75

fi=199.5 — 732.75 = —533.25  fp = 688 + 732.75 = 1420.75
Fy = —533.25 — 732.75 = —1266.0 F = 1420.75 + 723.75 = 2153.50

Diagrama de caja y brazos para la variable < ventas >

] I I I T l
0 1000 2000 3000 4000 5000

Estadistica |
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Diagramas de Caja y Brazos

TV por Cable
Renta Valor
@80
%gégé @@ OO @O
8 00 00 QD GEOtd GO GBC0HRCD Q008D @D
[ T T T T 1 [ T T T T T T 1
0O 20 40 60 80 100 50 150 250 350
renta (pesos) valor (miles de pesos)
o H | |
T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 200 300
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Problema de Comparacon
Subpoblaciones

Una manera de generar subpoblaciones es usando una vamgbiativa nominal
para definirlas, e. ggénero Si la variable cualitativa empleada para la defiices
ordinal entonces el problema puede verse como unasdeiacon.

Otro ejemplo, de la industria manufacturerajaeomparar la dureza del acero entre
proveedores nacionales y extranjeros. En este caso, &blede integs es ladureza
y las subpoblaciones $anLSA, USSTEEL ACERIE-FRANCAISE.

En ambos ejemplos se requiere responder las siguientasasgy

1. ¢Hay alguna diferencia en las distribuciones poblatésffa
2. ¢ Cul es la naturaleza de esas diferencias?
3. ¢, Q& tan grande son esas diferencias?
Notese que si bien las preguntas son planteadasreminos de las distribuches de

frecuencia poblacionales, en laapticaéstas se responden en baselaestrasde
dichas poblaciones.

Emplearemos elementos deHatadstica Descriptivgpara responder estas preguntas.

Para un aalisis confirmatorio mas formal necesitamos d&$tadstica Inferencial

Estadistica |
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Problema de Comparacon

Entre los temas &s importantes de la Estatica esiin losproblemas de comparaci
y los problemas de asociamni.

El problema de comparagn consiste en contrastar las distribuciones de frecuencia

entre dos 0 mas subpoblaciones (gruposabdsse en los datos de muestras.

Por ejemplo, estudiando el problema del tabaquismo, dedsimvariable cualitativa
habito del fumarcon las siguientes clasesunca ha fumadalejo de fumary fuma
actualmenteDeseamos comparar los grupos (subpoblaciomesibresy mujeres

Estadistica |
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Problema de Comparacon
Variable Cualitativa
Cuando la variable esualitativaes posible la comparam de distribuciones de fre-

cuencia entre subpoblaciones empleando arreglos tabliigiienensionales, llamados
tablas de contingenc@tabulacén cruzada

La tabla muestra frecuencias absolutas por grupo y subgiéhléPor ejemplo,

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecueatiaslutas).
Habito de Fumar

Género | Nunca ha fumado Déjde fumar Fuma actualment€otal
Masculino 154 25 185 364
Femenino 127 11 38 176

Total 281 36 223 540

Se puede ver en la tabla anterior que entre los hombres & giapnumeroso es el de
aquellos que fuman actualmente, siendo pocos los ex-fumadasta distribuéin es

distinta a la de las mujeres donde la magate las encuestadas nunca han fumado. Este
analisis puede hacerseas faciimente si en la tabla presentamos frecuencias relativas

Estadistica |
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Problema de Comparacén
Variable Cualitativa
Dividiendo las celdas de la tabla anterior entre el totabdaliestra (540):

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil (frecuemelatvas %).
Habito de Fumar

Género |Nuncahafumado Déjde fumar Fuma actualment@otal
Masculino 28.5 4.6 34.3 67.4
Femenino 23.5 2.1 7.0 32.6

Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla se puede ver que los hombres que fuman son el grapb@suente mien-
tras que los casos de las mujeres han dejado de fumar son has rinecuentes. Las
frecuencias marginaléestin en los rargenes de la tabla) nos muestran la frecuencia
del atributo en la poblaén en general.

Estadistica |

Temal ll Andlisis Exploratorio de Datos 59

Problema de Comparacén

Variable Cualitativa

Distribucion de Frecuencias Condicionales

70

—— mujeres
—— hombres

60

frecuencias condicionales relativas (%)

o Y

Nunca ha actualmente
fummado dejo de fumar fuma

habito de fumar

Estadistica |
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Problema de Comparacon

Variable Cualitativa

Tabla de contingencia, encuesta estudiantil
Frecuencias relativas (%) condicionales pengro.

Habito de Fumar

Género |Nunca hafumado Déjde fumar Fuma actualment@otal
Masculino 42.3 6.8 50.9 100.0
Femenino 72.2 6.2 21.6 100.0

Frecuencias 52.0 6.7 41.3 100.0

De la tabla anterior se puede ver que aproximadamente 72 &qpadlacdn femenina
nunca ha fumado; que la propdarnide los que han dejado de fumar e&sm menos la
misma entre hombres y mujeres; y finalmente qée ofe la mitad de los estudiantes
varones fuman actualmente.

Cuando hay muchas categas presentes, una maneapida de comparain es con-
trastar las frecuencias condicionales contra las fre¢agnoarginales correspon-
dientes.

Estadistica |
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Problema de Comparacén

Variable Cualitativa
Grafica de Barras Apiladas
Distribucion de Frecuencias Condicionales por Genero

100+

90

—— Nunca ha fumado
—— Dejo de fumar
—— Fuma actualmente

80

70

60

50

40+

30

frecuencias condicionales (%)

20

hombres mujeres

Estadistica |
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Problema de Comparacon
Problema de Comparacon
Variable Cuantitativa Discreta

Variable Cuantitativa Discreta i o _ _
Comparadn de la distribu@n del numero de televisores por casa por entre colonias.

En este caso la comparéani puede hacerse de la misma forma que se hizo con las Tabulacon cruzada) NUmero de televisores por casa
variables cualitativas. E. g., encuesta de TV por cable: 01 2 3 4 5
Coloniall0 0 2 7 5 1 15
NUmero de televisores por casa. Colonia2(2 8 7 6 2 0 25
Colonia 1 Colonia 1 Totali2 8 9 13 7 1 40
Manzana Televisoresvlanzana Televisores Frecuencias relativas
9 4,3,4,3,5 14 0,1,1,4 condicionales NUmero de televisores por casa (o)
2 332,43 22 1,3,4,3,2 Colonia|0 1 2 3 4 5
4 2,3,3,3,2 8 2,2,2,3,1 1/0 0 20 53 20 7 100
20 2,3,3,1,3 2|8 32 24 28 8 0 100
25 2,0,3,1,1

Al igual que con las variables cualitativas la inforntatpuede presentarse de manera
grafica.

Estadistica | Estadistica |
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Problema de Comparacon Problema de Comparacén

Variable Cuantitativa Discreta Variable Continua
En este caso estamos interesados en
Frecuencias relativas condicionales respecto ala colonia comparar tanto la tendencia central Subpoblaciones Muestras
50 como la disperx’;in de las pobla- (curvas de frecuencia) (diagramas de caja)
ciones.
—— Colonia 1

El lado derecho muestra los diagra-
mas de caja de muestras tomadas de
las poblaciones correspondientes.
Las conclusiones obtenidas de las
muestras se aplican targbi a las
poblaciones:

40 —— Colonia 2

e La poblacon A es sinétrica
alrededor de 15 y a las izquier-
da de la poblaéin B.

frecuencias relativas condicionales (%)

e la poblacén B es sesgada a la
T T
izquierda con mediana (centro) °© 1 4 16 18 20 BB B D
cerca poco mayor que 18.

2 3

numero de televisores

Estadistica | Estadistica |



Temal ll Andlisis Exploratorio de Datos 65
Problema de Comparacon
Variable Continua

Ejemplo: Productores de acero

Los datos de la tabla provienen de ensayos de durezarded de acero de tres provee-
dores de una empresa que produce manufacturas troquelagesaracteiistica de
calidadimportante es la dureza de la materia prima. Los datos qunelen al primer
semestres y las unidades son kgicm

ACERIE

LSA USSTELL FRANQAISE
52.4 479 54.4 48.8 48.8 42.7
50.8 50.1 50.2 47.9 49.8 52.7
455 52.2 49.4 475 43.2 51.6
44,4 41.2 57.0 49.2 45.7 51.2
45.2 519 555 49.0 48.1 39.8
46.2 50.8 54.9 47.6 48.9 39.1
46.2 454 49.9 479 49.1 511
46.2 479 48.7 51.7 46.7 41.1
52.5 53.0 47.3 38.9 513
46.7 50.9 50.7 43.2

Estadistica |
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Problema de Asociaaddbn

En ocaciones es importante conocer si una variable influgt@mportamiento (mo-
do de variaddn) de otra variable. E. g., una cadena de establecimientusrciales
desea saber si el tafiadel establecimiento influye en el volumen de ventas.

Otro ejemplo séa aquel al estudiar el sector &gpla y que tanto influye los insumos
de trabajo o capital en la produbaidel ramo.

Ambos casos pueden caracterizarse como un problemsadéaadnen el cual nos in-
teresa conocer si el incremento o decremento de una varfaptene efecto o influye

en otra variable, digamaos. Note que por la naturaleza del problema, las variables

consideradaX y Y, deben ser al menos de escala ordinal.

Estadistica |
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Problema de Comparacon
Variable Continua
Ejemplo: Productores de acero

i i . Comparacion de durezas de proveedores
Del diagrama de caja se sigue lo

siguiente:

e El productorussTeEeLprovee de | = | | {
lamina de mayor dureza yas
consistentemente (menor vari-
abilidad/dispergin) queLsA y {

USSTELL - -
ACERIE-FRANCAISE.

e La produccdhn de USSTEEL
parece estar sesgada a la derecha

mientras que las otras dos A [T {
compdilas parecen &s bien

sesgadas a las izquierda. ‘ ‘ ‘ ‘
40 45 50 55

dureza

Estadistica |
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Problema de Asociaddn
Ambas Variables son Ordinales
Una manera de analizar el problema de asogiaciiando ambas variables son ordi-
nales es mediante el uso tiblas de contingencig los correspondientes diagramas
de barras.
E. g., consideremos una encuesta sobifeoedrio de verancen el cual interesa rela-
cionar la posidn respecto al cambio de horarig) con el nivel socioecamico del
encuestadaX). Los valoresiiveleg deY son:desacuerdgandiferentey de acuerdp
mientras que los d& : bajo, medioy alto.

Tabla de contingencia (frecuencias absolutas)

Posicbn respecto al horario de verano

Desacuerdo Indiferente Acuerddotal

Nivel Bajo 98 201 111 410
socio- | Medio 134 91 60 285
ecorbmico| Alto 12 21 25 58
Total 244 313 196 | 753

Tabla de contingencia (frecuencias realativas conditésha

Posicbn respecto al horario de verano (%)
Desacuerdo Indiferente Acuerddotal
Nivel Bajo 24 49 27 100
socio- | Medio 47 32 21 100
ecoromico| Alto 21 36 43 100

Estadistica |
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Problema de Asociaadbn

Ambas Variables son Ordinales

Encuesta sobre Horario de Verano

Tabla de contingencia (frecuencias realativas conditésha

Andlisis Exploratorio de Datos

100

90

80

70+

Posicbn respecto al horario de verano (%)

60—

Desacuerdo Indiferente Acuerddotal
Nivel Bajo 49 27 100 50
socio- | Medio 32 21 100
ecoromico| Alto 36 43 100 9

Temal ll

Problema de Asociaaddbn

frecuencias condicionales (%)

30+

20

10
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Una Variable Ordinal la Otra Cuantitativa

Habilidad Verbal en Pre-escolar

Grado Escolar

Maternal Pre-escolar 1 Pre-escolar 2

68
35
145
173
190
225
340
123
228
NA
NA

255
202
317
327
247
100
448
412
228
192
297

425
370
380
476
410
358
338
373
377
467
388

69

Diagrama de Barras
(frecuencias realativas condicionales)

Bajo Medio Alto

Habilidad Verbal

—— Desacuerdo
—— Indiferente
—— Acuerdo

71

Pre.2-

Pre.1-

Maternal—|

Estadistica |
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Problema de Asociaaddbn

Una Variable Ordinal la Otra Cuantitativa

En este caso es posible visualizar amblogalizacbn (tendencia central) y la
variacion (disperson) de la variable cuantitativa de acuerdo a los distintosles
de la variable ordinal.

E. g. La siguiente tabla corresponde a una prueba de habilethal para una muestra
de un jardn de nfios. La variableY” es la evaluaéin de desarrollo de la habilidad
verbal, y la variableX, es el grado escolar delfia.

Estadistica |
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Problema de Asociaddn
Ambas Variables Cuantitativas

En esta situadn el diagrama de dispei@i es una herramienta &fica de gran utili-
dad. Consiste en representar cada pareja de la myéstra ), . . ., (x,, y,)} sobre
el plano cartesian& —Y.

Construcadn:
1. Sobre un par de ejes cartesianos seleccionar una escalajeX (correspondi-

ente a una de las variables) y otra en el¥j¢para la otra variable) de modo de
que quepan todos los valores observados.

2. Graficar cada pareja;, y;) en el punto del plano que le corresponda. Si hay puntos
repetidos, repré&ntelos como puntos co@eatricos.

Estadistica |
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Problema de Asociaaddbn

Ambas Variables Cuantitativas

Encuesta de TV por Cable
Diagrama de dispersion renta vs. valor
o
80 o
o o] o] o
(o] o 0 0 O o
o o] o [oNe)ojo)
60+ o o o @
[olNeNe] o
@ o o
o
1%
[ [e] [ee] [ele]
=7
g 40 o
=4
o o
20
0 00
T T T T T T
100 150 200 250 300 350
valor (miles de pesos)
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Problema de Asociadn

Ambas Variables Cuantitativas

Ademas del aalisis géfico es interesante tener una medida de la asociagitre las
dos variables.

Covarianzale dos variables cuantitativaSy Y':

n

> (@i — )y — 9)

i=1

1

cov(X,Y) = —

Note que las unidades dedavarianzason las unidades originales al cuadrado. Igual-
mente, si cambia de escala una o ambas variables la coveadanmiad. Para expre-
sar la asociabn de X y Y, independiente de las escalas se utilizaa#ficiente de
correlacén.

Correlacoénde dos variables cuantitativaSy Y':

L@ —2) (v — 9)

X,Y)=r=
corf(X,Y)=r e

dondeSx = \/ﬁ Sz — )%y Sy = y/5 > i1 (yi — §)? son las desvia-
ciones esindar deX y Y respectivamente.

Estadistica |
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Problema de Asociaddn

Ambas Variables Cuantitativas

Encuesta de TV por Cable
Cuadrantes es un Diagrama de Dispersion
n2=8 : nl=17 o
80 Il (=) ! I (+) o
o o : o o .
o o i 6006 o Note que para el primer y tercer
® ® ®f ©eee cuadrante,
60 o oo _ ® _ .
N y=58.2 oo o : o n1+n3:17+14:21
8 o o |
g ° @0 mientras que para el segundo y cuar-
5 40 d que p g y
5 o i to cuadrante
i ng+ns=8+1=9
20 I (+) ; IV (-) 2
n3=14 : n4=1
(/= oo : X=227.9
160 1‘50 260 2&";0 360 3%0

valor (miles de pesos)
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Problema de Asociaddn
Ambas Variables Cuantitativas
Nota

e Existen las correspondientes definiciones poblacionales:

Covarianza
N

1
covX,Y) = > (@i — px) (Wi — py)
=l
Coeficiente de Correladn
LN (i — px)(yi — py)

D o G2
@ @

cor(X,Y)=p=

e El coeficiente de correlain no tiene unidades (adimensional).

e El coeficiente de correlamn (poblacional o muestral) es siempre mayor o igual
que—1y menor o igual que-1. Esto es,

—1<p<+1, —1<r<+1

Estadistica |
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Problema de Asociaddn
Coeficiente de Correlacdn

a) Fuerte asociacion positiva: r=0.89 b) Asociacion positiva: r=0.31
o o
=] > =] 00 ©
o o - )
0 _| % % oe 0_| o O ©
(=] o o o o
° o oo
. o° 0° = §> o o
> S O 00 o = 37 o o %
© o 000
B oo ° g 0%o é)o °
178 oo 1 08%° % oo’
o Og T o
o o o o°
o | 9 o| o o
.qu [e] qu [e]
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-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
X X
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o
o © 2
o © o
w0 _| 2 89 vl o0 o © o
=} g° P © o
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> o] 00%0 ° > 2 ® 0 %o o°
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7 00® ] o °
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X X
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¢) Sin asociacion: r=0.04

o
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o
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Problema de Asociaaddbn

Ambas Variables Cuantitativas
Notas:
e El valor de|r| sea mas cercano a 1 con-
forme la nube de datos se acerquasna
un linea recta. Por lo misme, es cono-

78

Deveras traen las ciguen~as a los bebes?

Correlacion espuria

cido tambén como coeficiente de co-
rrelacon lineal

e Correlacon no implicacausalidadVéease
la grafica de la derecha. Datos de |
poblacbn anual de una poblam inglesa
(1930-1936) y el amero de avistamien-
tos de ciguias al &o.

e El tipo de correladn mostrado entre
poblacbn y cigudias se conoce contm-
rrelacbn espuria

75+

70

65

poblacion (miles de persc%’as)

60

o

e Puede haber correldgi de variables pero
no necesariamente lineal€4se, e. g., el
diagrama de dispefan f) de la pasada
lamina.
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l1l. Probabilidad

Contenido

e Ejemplos de situaciones con incertidumbre

e Evento y experimentos aleatorios, espacios muestralesntey

e Definiciones de probabilidad:&sica, frecuentista y subjetiva

e 1-Repaso de conjuntos y operaciones de conjuntos — Eventos
e Axiomas de probabilidad

e Calculo de probabilidades

e Técnicas de conteo

Estadistica |
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

b) Encuesta a Salida de Casilla

» Proporcion de Votos contados 30% de casillas
32

8
31%
Preguntas: §,
. . 27%
e Si van 30 % del total de casillas | pi5h
contadas, ¢Gana las elecciones®
el PAN? -
o
e (Hayempateé&cnicpentre PRIy
PRD? s
q oy S | o
e ;Porcentajgyg < 1.5%7, ypor 3 S
0
lo tanto pierde el registro? o
g,
2%
8.
° PAN PRI PRD PVE Otros Anulados
Partidos
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

a) Distribucion de la Riqueza: Indice de Gini

Gini coefficient

Perfect distribution line

Preguntas' sometimes called 45 degree line

e ¢ Nivel de precigin delindice?
e HipotesisH:
]Gchile < IGM’exico

Lorenz curve

100%
h

Cumulative share

of income
earmed

The cumulative share of people
from lower income

100%
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Ejemplos de eventos con incertidumbre
c) Desempleo Urbano 1985-2005

Empleo y d E it ional de pl
-Por prlnclpales areas urhanas

10.90
posal 11 I
o T I
o%2 T I

I |||

M
Il
I I I
6.94
I|I|I||I|I|I|I|I|I||I|I|I|I|I| Y il Il IIIIIIIIIIIIIII
|

5.95
\ U

[

|

|

I

|

495 : I |I|f"| |||'I||||I|I|I
|I|I

3497
298
199
1.00

19890 H
1882
1993
1994
1995
1996
1987
1998 B

— Ciudad de México Guadalajara — Mornterrey

Unidad Tasa de d
Fuente: INEGI. Encuesta Nacional de Empleo Urbano.

e ¢ Hay comportamiento estacional en el empleo en zonas wbana

e ¢, Cambb el comportamiento desps del “error de diciembre”?

e ;Hubo un cambio en el patr de empleo en Guadalajara durante el gobierno

panista (1995-2000)?
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Ejemplos de eventos con incertidumbre

d) Nivel de Inventarios Insumos-Productos

El inventario de la comgaa A, entre insumos (100 aculos) y productos (10
productos) es de $200M. Los mulos esin clasificados en 4 tipos: A, B, C
y Dy tienen un costo promedio de $100, $1000, $10,000 y $50R0estros
productos, distribuidos en la misma proporci10 % de cada producto), tienen
un costo unitario de $1000,. ..,$100,000.

La empresa va a ser adquirida por el consoiloZ y se desea verificar el nivel
del inventario reportado en libros. ¢&uolumen del inventario (insumos y pro-
ductos) verificdia si se desea una estim@aticon un error no mayor del 5% del
monto total del inventario?

Estadistica |
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Experimentos (ferbmenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

En Estadstica es importante reconocer el proceso de ohbende los datos, ya sea
bajo observadin o por experimentagn.

ExperimentoEs el proceso mediante el cual se obtiene una obsérvacdato. Los
experimentos de mayor infss en la Estddtica son aquellos donde los resultados no
pueden anticiparse.

Experimento o femeno aleatorioEs aquel cuyos resultados no pueden predecirse
antes de su realizam, y por lo tanto, eéin sujetos al azar.

Espacio muestral): Es el conjunto de todos los resultados posibles de un expefim
to o ferbmeno aleatorio.

Evento:Es un subconjunto del espacio muesiréSe dice que un evento loaurrido
o sucedidgsi al observar un fé@imeno aleatorio o realizar un experimento aleatorio,
alguno de los elementos del evento ocurre.

Estadistica |
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Incertidumbre

En todos los ejemplos anteriores hay cidrteertidumbreinvolucrada, incer-
tidumbre debida a la falta deformacbnque formalmente medimos egriminos
de probabilidad

De igual forma, la probabilidad nos sirve para medir la cceede que ureventq
cuyo resultado es incierto. ¢ Ocuario no?

Estadistica |
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Experimentos (ferbmenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

Ejemplos:

1. Se lanzan al aire 3 monedas y nos fijamos en lo que cae cada eflas. Por cada
moneda, el resultado puede saguila= a, 0 sol= s. Luego, el espacio muestral
(total de salidas posibles) es

S ={(a,a,a),(a,a,s),...,(s,s,8)}

En este ejemplo, el espacio muestsatiene 8 posibles salidas. Por ejemplo, el
evento
As = {“todas la moneda&aguila”} = {(a,a,a)}

Note que A3 C S. De igual forma, el evento “todos fueron soles”,
Sy ={(s,s,8)} CS.
Note que el eventd? = {“Al menos unaguila’} = S§ C Sy est dado por:

E ={(a,a,a),(a,a,s),(a,s,a),(s,a,a),(a,s,s),(s,a,s),(s s a)}

Estadistica |
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Experimentos (ferbmenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

2. Se lanza un dado y se registra éhrero que sale. El espacio muestral es
S ={1,2,3,4,5,6}

Sean los eventos E; = {“nUmero impar}; E, = {“mltiplo de 3"};
E5 = {*nGmero mayor que 4" Luego

E1 = {1,375}; EQ E {3,6}7 E3 e {5,6}
El eventoL; ocurre si se observa elimero 1, 3 0 5E; si sale 3 0 6, YE3 sucede

si salen los imeros 5 0 6.
Note que en todos los cashs C S, parai = 1,2, 3.

Estadistica |
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Experimentos (ferbmenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

4. Se lanzan dos dados y se registraigharo obtenido por cada dado. En este caso
el espacio muestral es:

En este caso no registramos que dado es cual. Luego, la Ealijaes la misma
que la(2, 1). El espacio muestrd tiene 21 elementos o salidas distintas.

Sean los eventos

a) A = {“La sumade puntos es = {(6, 1), (5,2), (4,3)}.

b) B = {*Ambos puntos son mayores que}4= {(5,5), (6, 5), (6,6)}.

c) C' = {"Ambos puntos son iguale$’= {(1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6) }
Noteque en cualquiera de los experimentos aleatonios y solo unale las salidas
posibles ocurre.

Estadistica |
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Experimentos (ferbmenos) aleatorios, Espacios Muestrales y
Eventos

3. Se lanzan dos dados, uno rojo y el otro azul, y se registianeéro obtenido en
cada dado. En este caso el espacio muestral es:

(Ll)v (1ﬁ2)~ (173)~, (174)7 (1~5)7 (LG)
21), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6)
g_) B, 3.2, (33, B4, (3.5, (36
(4~1)7 (4~,2)~ (4«,3)~, (474)1 (4~5)7 (46)
5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6)

El espacio muestralS tiene 36 elementos de la formar;, a;), donde
1,7 =1,...,6. Asi, se pueden definir los eventos:

e E; = {“La suma de puntos es ¥*= {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2),(6,1)}

e [, = {“El dado rojo es mayor que el azgl=

2,1),
{ri > a;} G G2 @43
r,>a;t = 4,1), (4,2), (4,
3 (5.1), (5.2). (5.3), (5,4)
(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5)

e F3 = {“El dado azul es mayor o igual a 5= {(r;,5), (r;,6), i=1,...,6}

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

Sea$ un espacio muestral finitosf C S un evento de5, se define la probabilidad de
A por

_Numero de elementos (salidas) del evento

~ Numero de elementos (salidas posiblesfde

P(A)

e Note que en este caso no hay necesidad de observar/expiripara calcular la
probabilidad del eventd.

e En el caso de la definiah clasica de probabilidad, se supone que cada una de las
salidas tiene la misma posibilidad de salir.

e En palabras, la probabilidad de un evento se calcula aalmociente del Gmero
de casos favorables entre éimero total de casos posibles

e Note que el aiamero de casos favorables no puede ser menor que cero ni mayor
que el rimero total de casos posibles, luggg. P(A) < 1, para cualquier evento
AcCS.

o La definicbn clasica de probabilidad ésil en juegos de azar y en muestreo aleato-
rio pero menos [&ctica, por ejemplo, en problemas financieros donde laglpssi
salidas rara vez soequiprobables

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

S ={(a,a,a),...,(s,s,s)} Luego,n(S) =8y

_ pye Tl — n{(a,a,a)} _n(Ay) 1 -
P(A3) = P(“Todasaguilas’) = e aa). . (s59] n©) 5 0.125
1
P(S5) = P(“Todas soles) = n{(s,5,9)} _S) 195
n{(a,a,a),...,(s,s,5)} n(S)
E
P(E) — P(*Al menos unaguila) — &%) (80,0} alB) T _ oo
n{(a,a,a),...,(s,s,8)} n(S
Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad
1. Definicion Cléasica
1.5= {(n,aj); ’L,j = 1,. ,6}
P(“Sumade puntos es V= P(E;) = n(Ey) =— =-=0.167
YT n(S) 36 '
“ R n_ _ EQ) _ 15 o 5 o
P(“El dado rojo es mayor que el azil= P(E,) = © 3% 12 0.417
E 12
P(“El dado azul es mayor que b= P(Ej3) = n(Es) =—=-=0.333
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Definiciones de Probabilidad

1. Definicion Clasica

1.5 ={1,2,3,4,5,6}. Luegon(S) = 6.

P q TL(E1) 3 1
P(“N '= P(E)) = =====05
(“NUmeros impares (En) n©) "6 2
- n(Es) 1
P(“MUltiplos de 3") = P(FE5) = =====0
(“M Gltiplos de 3 (E») n(S)
E: 1
P(“NUmeros mayores que #2= P(Es3) = n((;)) =-=-=0.333
n
Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad
1. Definicion Clasica
P(*S d t = P(E) = =—=—=(.143
(“Suma de puntos es Y= P(E)) () T
B 1
P(“Ambos puntos son mayores que)42 P(B) = n(()) = % == 0.143
n
2
P(“Ambos puntos son iguales’= P(C') = n((C’)) = % =z = 0.286
n

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad
2. Definicion de Frecuencia Relativa

Algunos ferbmenos aleatorios presentan ciergularidad estdsltica Esto es, cierta
estabilidad en la frecuencia relativa en la ocurrencia éates.

Ejemplo 1: Moneda justa

Considere el experimento aleatorio de lanzar una monedsstofmuchas veces”. Al

repetir el experimento, digamos un raill de veces, se puede detectar una regularidad

estadistica que permite darnos la idea de saber de la probabiielathtener uaguila.

NUmero de lanzamientos (xhero de Aguilas Porcentaje édguilas

10 4 40.00

100 54 54.00
1,000 490 49.00
10,000 4911 49.11
100,000 49,779 49.78
1.000,000 499,812 49.81

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad

2: Definicion de Frecuencia Relativa

19

Ejemplo 2. Moneda Cargada al Aguila

Frecuencia Relativa de una Moneda Cargada

1.0

n n(A) n(A)/n
10 8 0.8000
100 65 0.6500
1000 612 0.6120
2000 1199 0.5995
3000 1801 0.6003

0.‘9

0.‘8

#(Aguilas) / #(Volados)
0.7

0‘.6

n{4)

n

— P(A) =06

T T T T T T
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
numero de volados

Note que al igual que la definion clasica,0 < P(A) < 1, para todo eventad!, pues
0<n(A) <n.

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad
2: Definicion de Frecuencia Relativa

Bajo el enfoque frecuentista o empo, si un experimento se repite veces y un

eventoA ocurren(A) veces, elimite de la fracdnn(A)/n, cuandon es muy grande
es la probabilidad del eventdy se denotaP(A):

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad

3. Definicion Subjetiva

Las probabilidades subjetivas se basan en el grado de itidatitsobre la ocurrencia
0 no de un evento. Esta probabilidad refleja el sentimientoh@gice que se tengaam

0 menos confianza sobre la veracidad de una determinadaspiopoy que gia a
tomar determinada decisi o accdn.

La probabilidad subjetiva se asigna a un evento basado erekascias y/o informaon

disponible y frecuentemente se asignan probabilidadgstsuats cuando los eventos
ocurren una sola vez.

Estadistica |
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Definiciones de Probabilidad

3. Definicion Subjetiva
Ejemplo: Tasas de integés

Hay incertidumbre en cuanto a si la tasa de &gesubia, bajad 0 permanecarcon-
stante para el mes de octubre. Un administrador de empresafedsignar ciertas
probabilidades a los distintos resultados de las sitmage la tasa de intes del mes
gue entra con base a los informes de Banco é=itb, fuentes financieras, etc.

Baja Igual Sube
Probabilidad: 0.6 0.1 0.3

Estas probabilidades son asignadas con base en inf@anmmgue se colecta y en experi-
encia propia por lo que s@robabilidades subjetivagie pueden cambiar de individuo
a individuo, a diferencia que las definicioneagita y frecuentista de la probabilidad
gue son las mismas para todas las personas.

Estadistica |
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u-Repaso de Teora de Conjuntos

e Inclusibn. A essubconjuntale B, A C B, cuando todos los elementos deesan
contenidos erB. (Figura a)

AC B, si,w e A, entoncesv € B

e Uniébn.La unibnde dos conjuntogl y B, A U B, es el conjunto formado por todos
los elementos ddl y todos los elementos d8. (Figura b)

AUB={we Slwe A, owe B}

e Intersecabn. La intersecadn de dos conjuntosl y B, A N B, es el conjunto for-
mado por los elementos que @stnA y que tambén esan enB. (Figura a).

AnB={weSlwe Ay we B}

a)ACB b) AUB ¢)ANB

Estadistica |
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u-Repaso de Teora de Conjuntos

e Conjunto.Coleccbn de varios elementos. E. gl,= {2, 4,6}; B = {1,2,3,4}.

e Conjunto universoEs el conjunto que contiene tados los elementos. E.g.,
S =1{1,2,3,4,5,6}.

e Conjunto Vacio (). Es un conjunto sin elementos. Por ejemplo,
{“NUmeros pares fitiplos de 77} = 0.

Diagramas de Venn

Estadistica |
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u-Repaso de Teora de Conjuntos

Propiedades de Operaciones de Conjuntos:

1. Conmutativa
e AUB=BUA
e ANB=BNA
2. Asociativa
e AU(BUC)=(AUB)UC
e AN(BNC)=(ANnB)NC
3. Distributiva
e AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
e AN(BUC)=(ANB)UANC)

Estadistica |
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u-Repaso de Teora de Conjuntos

Probabilidad 25

e ComplementoEl complemento del conjuntd, es el conjuntoA® formado por
todos los elementos dequeno son elementos dd. (Figura a).

A ={w e Slw ¢ A}

e Conjuntos mutuamente excluyent&os conjuntosA y B son mutuamente ex-
cluyentessi no tienemingln elemento en cotm. (Figura b)

Ay B excluyentessiy solosi, AN B =0

e Diferencia de dos conjuntolsa diferencia de dos conjuntod,— B es el conjunto
de todos los elementos dequeno esén enB. (Figura c)

A—B={we Alw ¢ B}

a) A° b)) ANB =10 ¢c)A—-B

Estadistica |
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Conjuntos y Eventos

Ejemplos

1.SeaA = {2,4,6}, B = {1,2,3,4},C = {1,3,5}, y el conjunto univers¢ =
{1,2,3,4,5,6}. Muestre:
a) AUB={1,2,3,4,5,6}.
b) An B ={2,4}.
c) C = A°={1,3,5}.
d) A°n B = {1, 3}.
e) AU B = {6}.
f) Muestre qued y C' son mutuamente excluyentesn C' = A N A° = (). Note
que por definidn de conjunto complementdU A¢ = S.

2.Seand = {2,4}, B ={2,3,4,5}. Entoncesd U B = By AN B = A.

Estadistica |
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u-Repaso de Teora de Conjuntos
Leyes de Morgan:
a) (AN B)*= A°U B¢

b) (AU B)¢ = A°nN B¢

a) (AN B)¢ = A°U B¢
b I

Estadistica |

b) (AU B)® = A°N B¢
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Conjuntos y Eventos

Recuerde que en general, los subconjuntos del espaciorandesbn loseventosLa
probabilidades una medida de dichos eventos.

Ejemplos

3. Considere el experimento aleatorio de lanzar un dado istrag el rumero
obtenido. Se definen los siguientes eventos:

a) A = { El valor observado es ppr

b) B = { El valor observado es menor o igual b 4

c) C = { El valor observado no es par

d) D = { El valor observado es par o es uimmero menor o igual a}4
€) £ = { El valor observado es par y es uamero menor o igual a}4
f) £ = { El valor observado es}7

Estadistica |
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Conjuntos y Eventos
Ejemplos

4. En una batalla sangrienta luchaban 270 hombres. 90 depalidieron un ojo; 90
un brazo; y 90 una pierna. 30 perdieron un o0jo y un brazo; 30azoly una pierna;
30 una pierna y un ojo; y 10 perdieron un ojo, un brazo y unanpier
a) ¢,Cuantos hombres no perdieron nada?

b) ¢ Clantos tuvieron exactamente una tee, ¢dos?, ¢tres?
c) ¢ Cuantos tuvieron al menos una lésP, ¢ dos?, ¢ tres?
d) ¢ Cuantos tuvieron no &s de una leén?, ¢dos?, ¢ tres?

Estadistica |

Temal lll Probabilidad 31

Axiomas de Probabilidad

Corolarios:

1. Sead € S, entonces
P(A)=1- P(A)

dondeA°¢ es el complemento del eventh
Demostradn: AN A= 0y AU A° = S. Luego,

12 P(S) = P(AU A°) &' P(A) + P(A")
De dondeP(A¢) =1 — P(A).

2. La probabilidad deévento imposibl@ es cero.

Demostradn: S¢ = (),

P(0) = P(5°)

Estadistica |
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Axiomas de Probabilidad

Dado un espacio muestrély S una familia de subconjuntos (eventos)$ieualquier
medida de probabilida# de un eventd® € S debe cumplir con los siguientes

Axiomas:
I.0 < P(B) < 1, para cualquieB € S.
Il. P(S) = 1.
. Si Ay,..., A, €S, eventosmutuamente excluyentdsl, N A; = 0, i # j), en-

tonces N
P (U A,-) = P(A;) +---+ P(A,)

Estadistica |
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Axiomas de Probabilidad

Corolarios:

3. Seand, B € S, entonces
P(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANnB)
Demostradn: Note queA U B = AU (A°N B). Luego,

P(AUB) = P(A)+ P(A°N B)
P(A)+ [P(A°NB)+ P(ANnB)] — P(AN B)
P(A)+ P(B)— P(AN B)

4. SiB C A, entonces
P(B)< P(A),yP(A— B)=P(A)— P(ANDB)

Demostradn: Si B C A, entoncesi se puede escribir comé = B U (A N B°),
y BN(ANBY)=0. Luego, P(A) ™ P(B)+P(ANB°). Luego,
P(A)— P(B)=P(ANB°) = P(A— B).

Estadistica |
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Calculo de Probabilidades de Eventos
Ejemplos:

1. Una caja contiene tres boletos numerados con las etimliefay 3. Se considera
el experimento aleatorio de extraer dos boletms reemplazo;, Cial es la proba-
bilidad de que la suma de lo§imeros sea cuatro?

2. Considere el mismo experimento aleatorio anterior pooaala extracdin de los
boletos esin reemplazo¢, Cil es la probabilidad de que la suma de lasweros
sea cuatro?

Estadistica |
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Probabilidad Condicional

Probabilidades Conjuntas y Marginales

Probabilidades Conjuntas y Marginales (%)

Habito H M Total
N 28.5 23,5 52.0
D 46 20 6.6
F 343 7.1 414
Total 67.4 32.6 100.0

Para obtener la probabilidad marginal delagalor particular de alguna de las ca-
tegoiias, sumedodaslas probabilidades conjuntas correspondientes a este alp
ejemplo:

a). P(D) = P(DN H) + P(D N M) = 460 + .020 = .066
b). P(H) = P(HNN) + P(HN D)+ P(HN F) = 285 + .046 + .343 = .674

Estadistica |
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Calculo de Probabilidades de Eventos
Ejemplos:
3. Considere el ejemplo de tabaquismo del tema anterioor@sppen esta ocdsi

que la maydia de los estudiantes fue encuestada. El cuadro de freaseptativas
(%) con la informaddn obtenida es la siguiente:

Habito Hombres Mujeres Total

N 28,52 23,52 52.02
D 4.63 2.04 6.67
F 34.26 7.04 41.30
Total 67.41 32.60 100.00

Donde, N, D y F denotan los grupos de “nunca ha fumado”, tdde fumar”

y “fuma actualmente” respectivamente, y las frecuencig@neepresentadas en
porcentajes.

Con base a la definiah de frecuencia relativa de probabilidad, las frecuencias
relativas presentadas en el cuadro se pueden interpretar mmbabilidades. Las
probabilidades en el cuerpo de la tabla se denomprababilidades conjuntas
y las probabilidades en losargenes del cuadr@robabilidades marginalekas
primeras se refieren a probabilidades de interéecde eventos, las segundas a
eventos con un solo atributo. As

e P(HNN) =2853%; P(MNF)=.0704; eP(M)=.3260: eP(N)=.5204
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Calculo de Probabilidades de Eventos

Ejemplos:

4. Estudios recientes muestran que en cierta pdbiad® Mexico, la probabilidad de
que un habitante sea mayor de 480 tenga calvicie es de 0.40. La probabilidad
de que sea mayor de 46as es de 0.20, y la probabilidad de tenga calvicie es de
0.30. Calcule la probabilidad de que un individuo:
a) Tenga 40 &os 0 menos.

b) Sea mayor de 40f@s con calvicie.
c) Sea mayor de 40f®@s sin calvicie.

d) Tenga 40 &os o menos con calvicie.
€) Tenga 40 &os 0 menos sin calvicie.

Estadistica |
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Calculo de Probabilidades de Eventos

4. Solucbn: SeanA = {Individuo mayor de 40féos}, B = {individuo con calvicié.
Se tiene que
P(A) =0.20, P(B) = 0.30, P(AU B) = 0.40
Entonces:
a) P(A) 21— P(4)=1-020=08.
b) P(AN B) < P(A)+ ( ) — P(AUB) =0.20 + 0.30 — 0.40 = 0.10.
Q) P(ANB) € P(A) — P(AN B) = 0.20 — 0.10 = 0.10.
d) P(A°N B) 2 P(B) — P(AN B) = 0.30 — 0.10 = 0.20.
&) P(A°n BY) "1 — P(AU B) = 0.60.
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Probabilidad Condicional

2. Considere el espacio muestfak= {1,2,...,100}. Nos preguntamos por la pro-
babilidad de que si extraemos uamero al azaréste sea uniimero nultiplo de
4. Es decir,

P({Mlltiplo de 4) = P(A) ?
a) Si el nimero que extrajimos es mayor que 50, ¢ modifickr probabilidad de
A?
P({Mdltiplo de 4 dadajue el imero es mayor que 30= P(A|B) ?

b) O bien, si el limero que extrajimos es primo, ¢ modifieala probabilidad de
A?

P({Miiltiplo de 4 dadajue el imero es primp) = P(A|C) ?

Eventos Independientes

Si la probabilidad de un eventd no cambia sabiendo de la ocurrencia de un evento
B, se dice qued y B soneventos independientdsn caso contrario, si la probabilidad
del eventad cambia cuando sabemos la ocurrencia del evBnentonces se dice que
Ay B soneventos dependientes
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Probabilidad Condicional

Ejemplos:

1. ;Cual es la probabilidad de quee cumplan los programas de venta de subscrip-
ciones al servicio de internet por cab{&¥entoA).

a) ¢Modificafa su probabilidad sCanal 40 reinicia sus transmisiong&¥ento
B).

b) ¢ Modificafa su probabilidad s/ servicio de ATT y el servicio de TelMex bajan
40% y 25 %, respectivamente, sus precios de camexiinternet?EventoC).

Estadistica |
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Probabilidad Condicional
La probabilidad condicionade un eventod es la probabilidad de este evemtada
la ocurrencia de otro evento, digamBs Al momento de saber de la ocurrencia del

eventoB, esto puede o no modificar las circunstancias délfeeno para la ocurrencia
del eventaA, luego, su probabilidad.

Ejemplos:
1. De un paquete de cartas bien mezclado se extraen dos, cendas la vez y se
colocan boca abajo sobre una mesa.
a) ¢, Cual es la probabilidad de que la segunda cartasiga de corazon@s

b) ¢ Cual es la probabilidad de que la segunda carta seaaina de corazones
se sabe que la primera essédte de tebole®

Solucbn:

a) El interes es en la segunda carta sin importar la primera. Sea
A = { Reina de corazongsEntonces
1

P(4) = =

b) Se tiene la informadn de que la primer carta €8 = {Siete de teboleg,
luego, la segunda carte puede sesiete de teboles Entonces,

P(A|B) = =l
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Probabilidad Condicional
2. Dos boletos son exttos aleatoriamentson reemplazde una caja de cuatro bole-
tos numerados, 2, 3, 4.
a) ¢,Cual es la probabilidad de que le segundo boleto sea 47

b) ¢ Cual es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado guieelo fue
2?
Solucbn: El espacio muestra es:

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4)
5_ (2,1), (2,2), (2,3), (2,4)
] G, (3,2), (3.3), (3,4)
(4,1), (42), (4,3), (4,4)
A = {Elprimerboletoes? = {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}
B = {Elsegundo boleto es}2= {(1,4),(2,4),(3,4), (4,4)}
a)
P(B)=4/16=1/4
b)

P(B|A) = P({(2,49)} {(2,1),(2,2),(2,3),(2,4)}) = 1/4
Note que le probabilidad dB fue calculada de manera distinta pésia no cam-
bio.
Estadistica |
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Probabilidad Condicional

Regla de la Multiplicacion

Importante:A|B o B|A no son eventos. Lo que ha cambiado eiladida de proba-

bilidad. De hechodadoel eventoA con P(A) > 0, se puede definir la probabilidad

P(-|A), como

P(AN B)
P(A)

P(B|A) denotala probabilidad del eventB dado que el eventd ha ocurrido.

P(B|A) = para todaB € &

La regla de la multiplicadin ayuda a encontrar la probabilidad de que dos eventos

ocurran simukineamente. A saber,

P(AN B) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B)
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Probabilidad Condicional
3. Considere el mismo experimento pero ahora la extbacessin reemplazo

a) ¢ Cual es la probabilidad de que le segundo boleto sea 4?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que el segundo boleto sea 4 dado guienelo fue
2?
Solucbn: En esta ocadin el espacio muestra es:

(1,2), (1,3), (1,4),

195)
Il
B
-
—

51). (32, (3.4)
(4.1), (4,2), (4,3),
A = {Elprimerboletoes? = {(2,1),(2,3),(2,4)}
B = {Elsegundo boleto es}2= {(1,4),(2,4),(3,4)}
a)
P(B)=3/12=1/4
b)

P(B|A) = P({(274)} ‘ {(2 1)7 (2v3)7 (274)}) = 1/3

Note que en esta ocaxisi cambb el valor de la probabilidad del evenit
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Probabilidad Condicional
Regla de la Multiplicacion
Ejemplos:

1. Una caja tiene 3 boletos, uno rojo, uno verde y uno azul ddtetos son extidos

sin reemplazo¢ Cual es la probabilidad de seleccionar primero el boleto rojo y

luego el verde?
Solucbn: SeaA = {Sacar el boleto rojpy B = {Sacar el boleto verde

P(ANB) = P(A)P(BJA) =1/3-1/2=1/6

Estadistica |



Temal lll Probabilidad 45

Probabilidad Condicional
Regla de la Multiplicacion
2. En el ejemplo de los calvos, se desea encontrar:
a) La probabilidad de seleccionar una persona con calviae dae se sabe que
es mayor de 40f@s.
b) La probabilidad de seleccionar una persona menor déd® @dado que se sabe
que tiene calvicie.

Solucbn: Seand = {Individuo mayor de 40f@os}, B = {individuo con calvicié.
En el problema original, se hibencontrado qué’(A) = 0.20, P(B) = 0.30,
P(A U B) = 0.40. Entonces,

a)
_P(BNA) P(A)+P(B)—-P(AUB) 02+03-04
P(B|A) = PA) P = 05 =0.50
b)
e P(A°NB) PB)-PANB) 03-01 _
P(A°|B) = PB) PB) =3 = 2/3=10.666
Note que
P(A°B) = 1— P(A|B)
P(A|B%) = 1— P(AYB°)
Estadistica |
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Independencia de Eventos

2. Considere dos urnas a) y b) con 6 boletos cada uno como srenea la figura.
Note que los boletos &8t numerados, 2, 3 y son de color blanco o gris.

a)| 1 2 2 1 2 2

b) | 1 2 3 1 2 2

El experimento consiste en extraer un boleto de maneraakeafe definen los
eventos:A = {Boleto de color gris y B = {Boleto rimero 2. ;Para qg& urna
los eventosA y B son independientes?

Solucdn: Si Ay B son independientes entondesA|B) = P(A).
Urna A: P(A) =3/6 = 0.5y P(A|B) =2/4 = 0.5. Entonces4d y B soneventos inde-
pendientes
UrnaB:P(A)=1/2=10.5y P(A|B) =2/3. Entonces,A y B son eventosiepen-
dientes
Tambén se pode verificar si P(B|A)=P(B), o bien si
P(ANB) = P(A)P(B).
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Independencia de Eventos

Dos eventosd y B sonindependientesi P(A|B) = P(A), es decir, la probabilidad
del eventoA no se ve afectada por la ocurrencia del evdsité\si, aplicando la regla
de la multiplicacbn: los eventos! y B son independientes si

P(AN B) = P(A)P(B)

Ejemplos:

1. Considere el experimento de lanzar un dado y considerevestos: A =
{NUmero impa} y B = {1,2}. ¢, Son los eventad y B independientes?
Solucbn: P(A|B) =1/2; P(A) =3/6 = 1/2. Por lo tanto,A y B son indepen-
dientes.
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Teorema de Probabilidad Total

El resultado sirve para calcular probabilidades de un evargndo el espacio muestral
S es la undn de eventos mutuamente excluyentes. Supong& gué/; U M, U Ms,
donde losM’s son mutuamente excluyentes. Considere el evdr#oS. Luego

A=(ANM)U (AN M)U (AN Ms)
y donde los eventosA N A/;) son eventos mutuamente excluyentes. Entonces,
P(A) = P(AN M) + P(AN M) + P(AN Ms)
y por la regla de la multiplicabn
P(A) = P(A|M,)P(My) + P(A|My) P(My) + P(A|M3) P(Ms)
0 bien,
3

P(A) = P(AIM)P)(M))

i=1
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Teorema de Probabilidad Total
En generalM;, Ms, . .., M, se dice que es ungzarticionde S si:
1.S=U" My
2. Los M; son mutuamente excluyented, N A; =0, i # j. En ese caso, para
AeS .
= > P(A|M,)P(M)
i=1
Ejemplo: '
Se lanza una moneda cargaBig{aguila}) = 2/3. Si saleaguilase extrae aleatoria-
mente una canica de una urna con 2 canicas rojas y 3 verdede Sokse extrae una
canica de otra urna con 2 canicas rojas y 2 verdesaligua probabilidad de extraer
una canica roja?
Solucbn: Sean los eventos A = {Aguila}; B = {Sol}; R = {Canica roja;

V' = {Canicaverdg. El espacio muestral e$ = {(aguila,roja),...,(sol,verdg)
Las probabilidades condicionales gMeadiagrama derbo):

P(R|A) =2/5; P(R|S) =2/4; P(V|A) =3/5; P(V|S) =2/4
Entonces, por el teorema de probabilidad total

P(A) = P(R|A)P(A) + P(RIS)P(S) = (2/5) - (2/3) + (2/4) - (1/3) = 0.4334
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Teorema de Bayes

Ejemplo:

Cierta compaia elabora objetos con tres tipos daginas con diferentes tecnolag.
La maquina 1 elabora 30 % de la produstila maquina 2 el 50 %, y la dquina 3 el
20 %. Se sabe que la maquina 1 tiene la probabilidad de falimcabjeto defectuoso
de 0.1, la mquina 2 de 0.12 y la aguina 3 de 0.04. ¢ @les la probabilidad de que
un objeto tomado al azar haya sido producido por&auina 1 séste es defectuoso?

Solucbn: Sean los eventa®/; = {El arficulo fue producido por la aquinai}, i = 1,2, 3,
y D = {Articulo defectuosp. Nos preguntan por P(M;|D). Note que
P(M;) = 0.3; P(Ms) = 0.5, P(Ms) = 0.2,y que

P(D|My) = 0.1; P(D|M,) = 0.12; P(D|Ms;) = 0.04
Entonces,

P(M;N D)
P(D)

P(Mi|D)
P(D|M,)P(M,)
P(D|M,)P(M,) + P(D|M)P(M,) + P(D|M;)P(M;)

(0.1) - (0.3)
(0.1) - (0.3) + (0-12) - (0.5) + (0.04) - (0.2)

= 0.098
donde utilizamos la regla de la multiplicaai dos veces y el teorema de probabilidad
total.
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Teorema de Probabilidad Total

Ejemplo: Arbol de probabilidades

roja
2/5
aguila
2/3
3/5
. verde
Experimento ]
roja
2/4
13
sol
24 verde
Estadistica |
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Teorema de Bayes
Ejemplo: Arbol de probabilidades
0.1
M
0.9
0.3
0.12
0.5
Productos M3
0.88
0.2 0.04
M3
0.96
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p= (2/5)(2/3)

p= (3/5)(2/3)

p=(2/4)(1/3)

p= (2/4)(1/3)

p=0.1*0.3

p=0.9%0.3

p=0.12*0.5

p=0.88%0.5

p=0.04*0.2

p=0.96*0.2
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Teorema de Bayes

En el ejemplo se utiliz el teorema de Baygsara el @lculo de la probabilidad condi-
cional P(M;| D). En general, cuando se tiene una pabticl/y, . . ., M,, del espacio
muestralS, el calculo de una probabilidad condicional del tipd ;.| D), cuando se
tiene informaaddn de las probabilidades condicionaleeD|Mf;),

Teorema de Bayes:
P(D| M) P(Mj)
P(M|D) = <=
> i1 P(D|M;)P(M;)
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Calculo Combinatorio

Las permutacionesi ordenacionesin repeticbn permiten calcular el imero de
arreglos ordenados de tafmer que se pueden formar deposibles objetos distin-
tossinrepeticon:

n!
Donde, n! (n factorial) es igual al producto de los primeros enteros, i.e.,
nl=1-2---(n—1)-n. La expreshbn anterior se legpermutaciones dex enr” .

En el ejemplo anterior, el total déimeros de 2 igitos de un 4 posibles es
4! 24

Py= =
2T 2

12
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Calculo Combinatorio

El calculo combinatori® técnicas de contees una colecéin de reglas para contar
eficientemente. Contar correctamente es fundamental pzakelo de probabilidades
de eventos usando la defirbai clasica de probabilidad. Esto es,

NUmero de resultados a favor de

P(A) =
(4) NUmero total de posibles resultados

Ejemplo:

En una urna se tienen cuatro bolas numeradass3, 4. ¢ Clantos fimeros de dos
digitos se pueden formar extrayendo 2 bolas al arereemplaz@

Solucbn: Los nimeros que se pueden formar stih:13, 14, 21,23, 24, 31, 32, 34, 41,42, 43.

Note que:

a. Los imerosl2 y 21 son distintos, i.e., el orden es importante.

b. 11,22, 33, 44 no aparecen pues la extramgiessin reemplazo.
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Calculo Combinatorio

Ejemplos:

1. ¢ Cé@ntas palabras de 3 letras se pueden formar con lasdetras sinrepeticon?

Solucbn: N :
P = M S S
8T B3 1

Diagrama dérbol de todas las palabras posibles

a m oam
(o]

m a oma

(¢] m aom
a

m (o} oma

c a moa
m

c a oma

laletra 2aletra 3r letra palabra
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Calculo Combinatorio
2. ¢ Cuantas palabras de 3 letras se pueden formar con las tetras: con repeti-
cion?

CAaliinAn:
~

n.{_: x:
T—m oom . L.
s Ordenaciones con repetiei:
o - 3-3.3=3"=27
m%:i e
m omm
ey A
H“““*-m aom s
/ ET e En general, el amero de arre-
e glos ordenados de taf@ar que se
\ S pueden formar de objetos distin-
\ T—m amm 62
\ o moo tosconrepeticbn:
\ i - B .
\. — L”r,_@ =,0r=n
S —~m mam
\mﬂi_f: mmo y se leg‘ordenaciones dex enr” .
1a. letra 2a. letra 3a. letra  palabra

Estadistica |

Temal lll Probabilidad 59

Calculo Combinatorio

5. ¢ De cantas formas distintas se pueden elégibjetos de: distintos? Esto es, ¢ de
cuantas maneras se pueden selecciérasjetossin reemplazalen posibles? Sea
esta cantidad,C}., |leas€'‘combinaciones de: enr” . Entonces,

Crkl=n-(n—1)(n—Fk+1)

Es decir,

n\ _n-n=1)--ln—K+1) n!
(k) = G = k! " Kl(n— k)

(Z) se conoce como ebeficiente binomia} provee del amero decombinaciones
den elementos tomaddsa la vez.

El problema anterior se puede resolver contando las formacdmodar 2 posi-
ciones, donde van laguilas, de 4 posibles. Es decir,

4 Al 24
= = _§
2) 24 —2) 2.2
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Calculo Combinatorio

3. Se lanza una moneda al aire 4 veces.anfas elementos tiene el espacio muestral
de este experimento?

Solucbn:

S={(a,a,a,a),(a,a,a,s),...,(s, s 88} N=y0,=2"'=16

4. Se lanza una moneda al aire 4 veces afas son los posibles resultados en donde
se obtienen exactamentéguilas sin importar el orden?
Solucbn:

E ={(a,a,s,s),(a,s,a,s),(a,s,s,a),(s,a,a,s),(s,a,s,a),(s, s, aa)}

n(E) = 6.
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Calculo Combinatorio

6. Una caja contiene 5imeros. Sea extrae 3 al mismo tiempo. al€s son los posi-
bles resultados del experimento?
Solucbn: Pengmoslo como calcular elimero de formas de seleccionar 3 (com-
binar) objetos de 5 posibles. Luego,

= 4 12
N _ 9 W e
3) 3(5—3) 62

Efectivamente, estodimeros soni23, 124, . . ., 345.
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Calculo Combinatorio

En resumen, las herramientas para contar eficientementasparmutaciones, orde-

naciones y combinaciones, dependiendo si los casos imanlgelecciones con o sin
reemplazo y son ordenados o no.

Sin repeticdn | Con repetiddn
Con orden Permutaciones Ordenaciones
Sin orden| Combinaciones

e Permutaciones;De cuantas formas se acomodan 3 pelsitagepetir de 5 posi-
bles?

n=sPy=5-4=20

e Ordenacioneg;De cuantas formas se acomodan 3 pelatasepeticon de 5 posi-
bles?

n=3503=5-5-5=125

e Combinaciones;De cuantas formas se seleccionan 3 pekitagpetir de 5 posi-
bles ysinimportar el orden?

5 5!
— () =s0=2 =1
" (3> G = g5 = 10
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Céalculo Combinatorio

2. Una urna contiene 5 pelotas numeratias. , 5.

a) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de laconeeemplazo. ¢ Gantos pare-

jasordenadasson posibles? ¢ @lies la probabilidad de que las 2 extracciones
tengan el mismoimero?

Solucbn: SeanS, = {Todas posibles parejpy A = {Parejas igualgs
n(Sy) = 502 =5-5=25; n(A)=5

n(4) 5
n(S,) 2

s
=
I
I

=0.20

t

b) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de lasinteemplazo. ¢, Cantos pare-
jasordenadasson posibles? ¢ @lies la probabilidad de que la primer bola sea
mayor que la segunda?

Solucbn: S, = {Todas posibles parejhy B = {Primer bola mayor que la segurjda
n(Sy) = 5Py =5-4=20; n(B)=10

7n(B)797 _
=gy “20 0
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Calculo Combinatorio
Ejemplos:

1. Muestreo (no) ordenado con (sin) reemplazo.

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4),(1,5)
(2,1), (2,2), (2,3), (2,4),(2,5)
S=1< (3,1), (3,2), (3,3), (3,4),(3,5)
(4,1), (4,2), (4,3), (4,4),(4,5)
(5,1), (5,2), (5,3), (5,4),(5,5)
a) Paresordenadosonreemplazo:
509 =5-5=25
b) Paresordenadossinreemplazo:
sPo=5-4=20
c¢) Paremo ordenadosin reemplazo:
5! 120
4 = = — = 1
e TR
Estadistica |
Tema lll Probabilidad 64

Calculo Combinatorio

2. Una urna contiene 5 pelotas numeratias. , 5.

c) Suponga que se seleccionan 2 pelotas de lasint@eemplazo. ¢ Gantos pare-
jas posibles? ¢ Glies la probabilidad de que la suma de lameros sea 5?
Solucbn: SeanS, = {Todas posibles parejpg C' = {Suma es 5.

5! 120

n(Se) = 5Cp = W26 10; n(C) =2
P(C) = Zg)) =5 =020
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Calculo Combinatorio

3. La combinadn de un candado eéstdada por la 3 imeros del conjunto
J={0,1,...,39}. Encuentre el aimero de combinaciones posibles.
Solucbn: a) Suponiendo posible usar el mismo numere: 39° = 59, 319; b) Sin
no es posible usar urimero nas de 2 vecest = 39 - 38 - 37 = 54, 834.

4. Un estudiante tiene 4 pares de zapatos y nunca usa el man2odas consecu-
tivos. ¢ De cuantas formas puede usar sus zapatosies® d
Solucbnin =4-3-3-3-3 = 324.

5. ¢, Céntos rimeros telgfnicos de 8 @itos distintos son posibles si el primégdo
no puede se ni 0 ni 1?
Solucbn: n = 8 - 10" = 80 millones

6. a) ?De cantas formas se pueden acomodar 10 estudiantes en 10 sBibhtpY
en 127?
Solucbn: a)n = 9Py = 10! = 3.628, 800;

b)n = 5P = 12!/2! = 229.500, 800.
7. a) ?De cantas formas se pueden acomodar 6 personas en una mesgukactan

b) Y sila mesa es redonda?
Solucbn: a)n = 6!; b)n = 5!,
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V. Variables Aleatorias y
Distribuciones

Contenido
e Concepto de Variable Aleatoria
e Variable Aleatoria Discretas

o Funcibn masa de probabilidadf.p.) y acumulada de distribuan (f.a.d). Val-
ores esperados: media y varianza.

e Variable Aleatoria Continuas

o Funcbn de densidad de probabilidadd(p) y acumulada de distribuin
(f.a.d). Valores esperados: media y varianza.

e Distribuciones de Probabilidad Bivariadas

o Probabilidad condicional e independencia de variableg@li@as.
o Comportamiento conjunto variables aleatorias. Corrétaci
o Media y varianza de la suma de variables aleatorias.
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Variables Aleatorias
Clasificacion:
Se define eftango de la variable aleatoria (B)mo el conjunto de todos los posibles

valores que puede tomar la variable aleatoria.

Las variables aleatorias se clasifican(segu rangodiscretassi el rango es un con-
junto discreto (numerable), o en caso contraoatinuas

En nuestro ejemplo/N es una variable aleatoria discreta que toma los valores
0,1,2 6 3. En este caso, el rango @dées: Ry = {0, 1, 2, 3}.
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Variables Aleatorias
Ejemplo
Considere el lanzamiento de una moneda 3 veces. El espaeginaidel experimento
es:
S ={(s,s,9),(s,80a),...,(a,a,a)}

SealN = {NUmero deaguilas en los tres lanzamienjo&ntonces,

w=|(s,5,5) (s,50) (s,a,5) (a,5,5) (s,a,a) (a,5,a) (a,a,5) (a,a,0a)
N:\ 0 1 1 1 2 2 2 3

Note que la ocurrencia de es aleatoria, luego los valores que toma la varia¥ile
tambien es aleatoriaV se dice que es unariable aleatorigv.a).
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Variables Aleatorias
Clasificacion:
Variables Aleatorias Discretas:
e Se convoca a una rewm extraordinaria a los miembros de un club de 1000 socios.

SeaA = NUmero de asistentes a la reuni@mtoncesR4 = {0,1,...,1000.

e Sea Y = NUmero de llamadas que llegan al conmutador entre 8:00 y HxDO
EntoncesRy = {0,1,2, .. }.

e Sea X = NUmero de empleados trabajando medio tiempadas Bn un proceso
EntoncesRx = {1,2,...}.

Variables Aleatorias Continuas:

e Seal = Tiempo en horas que dufa reunion EntoncesRy = {t : t > 0}.

e SeaD = Paridad cambiaria promedio entre USD y $Mex. el mes de Oetldr-
tonces,Rp = {d : $10.00 < d < $11.00}.

e Sea B = La balanza de pago entreéMico y China en 2005 Entonces,
Rp={b: —00 < b< +o0}.
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Variables Aleatorias Discretas

Funcién Masa de Probabilidad §.m.p.) Variables Aleatorias Discretas
Note que para la variable aleatorisi:= N(mero deaguilas Funcion Masa de Probabilidad ¢.m.p.)
P(N=0)= P({(s,55)} = 1/8 Ejemplo
P(N=1)= P 39, &)y \5,4,5),\4, s, = 3/8 .
( ) ({(e,5,a), (50, 8), (4 5,5)} / ConsidereX v.a. tal que pard&x = {1,2,3,4,5},
P(N =2)= P({(s,a,a),(a,s,a),(a,a,s)} = 3/8
2z +1
P(N =3)= P({(a,a,0)} = 1/8 P(X =2)=—¢
pues por ejemplo,
P(N=1) = P({(s,s,a),(s,a,s),(a,s,s)} w =
— P{(5,50) U (5,0,9) U (a,5,5)} : 3j§5 :
5 R
— P((s,s,a))+ P((s,s,a)) + P((s,s,a)) + P((s, s,a)) 3 7/35 r%ﬂ s
= 1/8+1/8+1/8 4 0/35 s 3
’ = 3/8 E 5 11/35 s |
Asi, 2 total  35/35 3 ‘!—Y—Y—Y—\
e P(N<2)=P(N=0)+P(N=1)=4/8=050 g o2 s
(N<2=P(N=0+P(N=1)=4/s=050. Note: ;
e P(N>2)=P(N=3)=1/8=.125 3
S | | 1.0< P(X =x) <1, paratodar € Ry.
o.o 1 2 3 2.2?:1]3()(::1:):1.
N
Estadistica | Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulada (f.d.p.a.)

Variables Aleatorias Discretas La funcion de distribugn de probabilidad acumulada (f.d.p,d&) (), de una vari-
Funcion Masa de Probabilidad ¢.m.p.) sltllz allzaimial g8 CRE Rl

. ) Fx(z)=P(X <z), paratodar € R,
La funcion fx : Rx — [0, 1], tal quefx(z) = P(X = z), paratodar € Ry, se dice

funcion masa de probabilidad (f.m.pi@ la variable aleatori . Propiedades:
Con esta notabh las propiedades anteriores pueden re-escribirse como 1.0 < Fx(z) < 1, paratodor € Ry.

1.0 < fx(x) <1, paratoda: € Ry. 2. Sia y b son dos fimeros tales que < b, entonces’x(a) < Fx(b). Es decir, la
2. % en, fx(@) = 1. funcion de distribudn esno decreciente

3. FX(—oo) =0, yFL(JrOO) = 1,

4.1tmy g+ Fx(x + h) = x, paratodar € Ryx. Es decir, la fundn de distribudn es
continua por la derecha

Estadistica | Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Funcion de Distribucion de Probabilidad Acumulada (f.d.p.a.)

Ejemplo (cont.)
Considere otra veX v.a. tal que

P(X:I):Qx-&-l

EntoncesX tiene las siguientes f.m.p. y f.d.p.a.

x‘l

2 3

4

9}

fx(z) ‘().086 0.143 0.200 0.257 0.314
Fx(x)‘0.0SG 0.229 0.429 0.686 1.000

Funcbn Masa de Probabilidad (f.m.p.)

Funcibn Acumulada de Distribuén (f.a.d.)

E e E ©_|
£, E.
23 =5
ol ‘ ‘ o |
= 1 T 1T 1 = T T T T T T T
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6
X X
Estadistica |
Tema lll Variables Aleatorias y Distribuciones
Variables Aleatorias
Variables Aleatorias Discretas
Bernoulli (p = 0.7)
Masa de Probabilidad
1.
0.8
B 0.7
. . S o,
Funcibn Masa de Probabilidad 3 os
S 0.
5 0.3
1—p z=0 %02
p(z) = _
P o =1l 0.0 |
0 1
., . . . ;. X
Funcibn Cumulativa de Distribubin ) )
Funcion Cumulativa
0 z <0 de Distribucion
Flx)=< 1-p 0<z<1 L
1 z>+1 5 08
©
g o
E
5 04
“ 02
0.0
0 1
X
Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Ejemplos

Masa de Probabilidad

il
., - 0.8
Funcibn Masa de Probabilidad 3
2 0.
— g 0.5
1/3 z=-1 é 2 oo
fx(@)=q¢1/2 =0 SR 017
1/6 z=+1 0.0 |
Funcbn Cumulativa de Distribu- o 0 !
X
cion _ _
Funcion Cumulativa
0 z < —1 de Distribucion
1/3 —-1<2<0 L
Fx(z) = 5 S
x(z) 5/6 0<x<+1 o O
1 x>+ £ 06
é 0.4
%02
0.0
-1 0 1
X
Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Bernoulli (p = 0.2)
Masa de Probabilidad

1.
- 0.8 0.8
, . =1
Funcbn Masa de Probabilidad E os
5 0.
1-— z=0 =
p(x) _ V4 0.2 0.2
P r=1 0.0 |
0 1
o . . . ;. X
Funcibn Cumulativa de Distribubin ) )
Funcion Cumulativa
0 z <0 de Distribucion
Flx)=< 1-p 0<z<1 L I
1 z>+1 5 08 1
©
S o.
3
£ 04
= 0.2
0.0

Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Binomial (n = 6,p = 0.5)

Funcibn Masa de Probabilidad
p(x) _ (;)pzz:(l 7p)n—:1:

= (50571 —0.5)02

Funcibn Cumulativa de Distribubn
F<T) = Zk:g.r (Z)pk(l 7p)r17k

Piea (1)0-55(1 = 05)°F

Temal lll

Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas
Geoneétrica (p = 0.2)

Funcibn Masa de Probabilidad
p(z) = (1—p)"'p
= (1-0.2)*"%0.2)
Funcibn Cumulativa de Distribubn
Flz) = Y, (1=p)F'p

> k<0 0.8571(0.2)

Variables Aleatorias y Distribuciones

Masa de Probabilidad

0.4
5 03 0.31
©
2 0.2 0.23
£ 02
Qo
[
=01 0.09 0.09
0.0 10.02 | | | 10.02
01 2 3 4 5 6
X
Funcion Cumulativa
de Distribucion
1.
0.8
kel
o]
2 o.
=
8
S 04
(=%
0.2
0.0
01 2 3 4 5 6
X
Estadistica |

Variables Aleatorias y Distribuciones

Masa de Probabilidad

0
0'0%.0

0.
PP

0.00
012 3 456789
X

Funcion Cumulativa
de Distribucion

probabilidad

012 3 456789

X

Estadistica |

13 Tema lll

Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas
Binomial (n = 9,p = 0.7)

Funcibn Masa de Probabilidad
p(z) = ()p'(L—p)"*
= (1)0.77(0.3)°"
Funcibn Cumulativa de Distribubn
F(z) = Yo, (DPFQ—p)*

= D i<s (2)0'71«(0.3)94,

5 Tema lll

Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas
Geonetrica (p = 0.6)

Funcibn Masa de Probabilidad
p(z) = (1—p)"'p
= (1—0.6)""1(0.6)
Funcibn Cumulativa de Distribubn
Flz) = Y, (1=p)'p

> ke 0.4571(0.6)

Variables Aleatorias y Distribuciones 14

Masa de Probabilidad
0.4

0.3

g 0.270.27
Z 02 o
5 : 0.16
Q
0.1
*r 0.04
0.0 o—6—0 1002 | =

0 1 2 3 456 7 8 9

X

Funcion Cumulativa
de Distribucion

probabilidad

01 2 3 456 7 8 9

X

Estadistica |

Variables Aleatorias y Distribuciones 16

Masa de Probabilidad

probabilidad

Funcion Cumulativa
de Distribucion

0.8

0.4

probabilidad

0.2

0.0

Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas
Poisson = 1.0)

Masa de Probabilidad

el
©
Funcbn Masa de Probabilidad §,
. <]
plx) = e =
— —-11
=@ 3 0123456789

X

Funcibn Cumulativa de Distribudin

T k
F(z) = e*Y 0, %

Funcion Cumulativa
de Distribucion

— =1 z 1 0.8
= e ' 2 2

20
z
8

S 0.4
o

0.2

0.0 8
012 3 4567 89
X
Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Comité con 6 miembros y probabilidad de voto a favorp = 0.3

valores observados y f.m.p

—— teorico
—— muestra

frecuencia relativa

¢ Clantos votos podemos esperar, o bientas votos halren promedio?

Estadistica |
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Variables Aleatorias

Variables Aleatorias Discretas

Poisson Q = 4.0)
Masa de Probabilidad

0.2
0.2 0.20.2
B
o . 20.15 0.15 0.16
Funcibn Masa de Probabilidad Z o1
50.1 !
A AN 5 0.47
p(x) = e 00 J |°-°%03
0.92 i
e 0.00 | 1| 10.0h 03
=€ 01234656789
X
Funcibn Cumulativa de Distribudn Funcion Cumulativa
Az Ak de Distribucion
F(x) = e Zk:(J T a
_ a4k 08
= e >0 K 2
2 0.
2
£ 04
°
(=%
0.2
0.0
01234567829
X
Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado

El valor esperado, esperanza maatica o mediale una variable aleatoria o distribu-
cion es unanedida de la tendencia centds la distribuddn.

En el caso de variables aleatorias discretas se define como

ux = E(X)= Z xP(X =x) = Z xfx(x)

TERY TERY

* Note que el valor esperado de una variable aleatoria disessti promedio de los
valores que puede tomar la variable ponderado por la coroesliente probabilidad

e Recuerde elalculo del promedio a partir de datos agrupados.

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Valor Esperado

Ejemplo de aguilas en 3 volados

1 3 3 1
N=BEN)=0-=41-2+42.243.==15aguil
LN (N)=0 8+ 8+ 8+3 g 5 aguilas

Ejemplo variable aleatoria X

X

1 3/35
2 5/35
3 7/35
4 9/35
5 11/35
total  35/35

probabilidad
00 02 04 06 08 10

3 5 7 9 11
_EX)=1-242-243. L4142 45. 22357
px = E(X) g e g T gy T gy gy T

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado de funciones de una variable aleatoria

Sea X una variable aleatoria discreta con funti masa de probabilidad
fx(z) = P(X = z),y seag(-) una funcén real, entonces, pata = g(X)

py = E(Y) = E(g(X)) = ) g(z)fx(z) = ) g(x)P(X =)

2€Rx z€Rx

Ejemplo

Sean por ejemplg(u) = v/u, 0 h(v) = (v — 5)%. Entonces,
U=g(X)=vVX, 0o V="hX)=(X-5)
tambien son variables aleatorias y walor esperadest dado por

pr = E(U) = E(g(X)) = Y _ g(@)fx(z) = Y VaP(X =)

TERY TERx

py = B(H) = B(h(X)) = Y Ma)fx(z) = Y _ (x = 5”P(X = x)

rERY TERY

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado
Propiedades:

Searu y b constantes, X una variable aleatoria, entonces:

2.E(bX)=>" baP(X =x)=b),cp vP(X =) =bE(X)

TERY

3. E(a+bX)=>3,p (a+br)P(X =1)=0a+bE(X)

Ejemplo

Suponga que la variable aleatoffadel ejemplo anterior representa el nivel del inver-
sion para el 8o siguiente en una empresa. Si el monto de la ibween millones de
pesos estdado pof).5 + 10X, ¢ cual es el valor esperado de invénsipara el ppximo
afio?Solucbn:

E(0.5+10X)=0.5+10EX = 0.5+ 10 - 3.37 = 36.2 millones de pesos

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Valor Esperado de funciones de una variable aleatoria
Ejemplo

Considere otra vez el experimento de lanzar 3 veces una ragneda la variable
aleatoriaX = NUmero deaguilas Entonces, vimos que

Nlo 1 2 3
p|1/8 3/8 3/8 1/8
G|+5 —10 =10 +5

Si el jugadorA recibe $5 si todas las monedas salen con la misma cara y paga $1
salen distintas, ¢, énto espera ganar (perdet}
SeaG = g(N) el monto en pesos que espera gafiaEntonces,

1 1

3 3
E(G) = Elg(N)] = +53 — 102 — 102 + 52 = —50/8 = —6.25

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Varianza una variable aleatoria

La varianzade una variable aleatori¥ (o distribucbn) es unanedida de disperén
de los posibles valores d€. Se define comean X) = E(X — pux)?,

ok = varX) = E[(X — E(X))’] = E(X — px)?
= Y ser, (@ — px)*fx(z)

dondefy el laf.m.p de la v.a.dX con valor esperadoy.

* Note la similitud a la varianza poblacional calculada aipdg datos agrupados.

De la misma forma se define thesviacbn esandarde la v.a.X (distribucibn) como
ox = +4/0% = +VE[(X — E(X))¥
Note:

ok = E[(X — E(X))? = E[X?-2E(X)X + E(X)!] = E(X? — E(X)?

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo:

En la fase inicial de proyecto, el tiemfib(en semanas) en que la comifaconstruc-
tora ABC' que entregara la obrayz es incierta. Por experiencia, se espera entregar la
obra a tiempo con una probabilidad del 50 %. En caso de reffasigue una distribu-
cion de probabilidad dada por la siguiente tabla:

T 0 1 2 3 4 5
fr10.500 0.150 0.125 0.100 0.050 0.075

Fr|0.500 0.650 0.775 0.875 0.925 1.000

L|{00 15 20 25 30 50

El tiempoT' = 5 representa en realidad la probabilidad de entregar la @s@ues de
4 semanas{(’ =5} = {T > 4}.

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Varianza una variable aleatoria
Propiedades:

SeaX variable aleatoria con valor esperadg y varianzas%, y a, b constantes.
Entonces se cumple que:

l.varX) >0

2.var(a) = E(a® — ()?) = a® — a® = 0
3.var(bX) = b*varn X)

4.var(a + bX) = b*varn X)

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo: (cont.)

En caso de retraso la constructora es multdda&on $1M mas medio milbn por cada
semana extra, y una multa fija de $5M si el retraso esaede 4 semanas. Esto es,

0 SiT=0
L={ 104057 sil<T<4 (1)
5.0 SiT>4

1. Bosqueje ldm.p.y laf.d.a.
2. Calcule el valor esperado y varianza del tiempo de entrega

3. Encuentre la multa esperada y su varianza.

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Ejemplo:

29 Tema lll Variables Aleatorias y Distribuciones 30

SeaT la variable aleatoria discreta que describe (modela) iggede terminaéin de la obracyz,

y seal la v.a.d. definida por la definian (1).

1. Funcbn masa de probabilidadf.p.) y funcion acumulada de distribumi (f.a.d).

F.m.p. F.c.d.
2 | 10 o
0 1 2 3 4 <4 01 2 3 4 <4
2 T T
E(T) = 0(.500) + 1(.150) + - - - + 5(.075) = 1.28 semanas
V(T) = (0—1.28)%(.500) + (1 —1.28)2(.150) + - - - + (5 — 1.8)%(.075) = 2.60 semanas
0%(.500) + 12( 150) + - - - + 52(.075) — (1.28)? = 2.60 semanas
o(T) = v/2.60 =1.61 semanas
2t
E(L) = 0.0(.500) 4 1.5(.150) + - - - + 5(.075) = 1.25M
V(L) = 0.0%(.500) + 1.5%(. 150)+ -+ 52(.075) — 1.25% = 2.225M*
o(L) = +/2.225 = 1.492M

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccin 3.2 :
5. Solucbn: Si f(z) es una fun@n masa de probabilidad [#igna, entonces

> f@) =

TERY

a)SvVO0l+---+v16=.142+3+.4=10

b) NO:1/5+2/5 + 3/5 = 6/5 # 1.0

c) NO: f no es fmp pues para= 0, f(0) = —1/2 < 0.
d)NO:.1 — .01+ .14---+.5—.25+.1#1.0

&) Sl3 [+ + o t+am =5[1/6+1/2+1/2+1/6) =1

Estadistica |

Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, secéin 3.2 :

5. Se presentan 5 funciones. Determinales son funciones masa de probabilidad.
Justifique.

9 f(o) =+
b) f(z
9 I
(
(

z = 0.01,.04,.09, .16
z=1,23
z=0,1,2
—z—22+0.1; z=0.1,0.2,0.3,0.4,0.5
T £=0,1,2,3

) ) )

8

d) f(z
e f(x

)=
)=
)
)=
Solucbn:

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, secéin 3.2 :

8. SeaX una variable aleatoria, tal que:

2
C

siz=1,2,3,4
p(z)
9—2z

[

siz=5,6,7,8

a) Calcule el valor de: que hace que(z) sea una f.m.p. Calcule la distriboai
de X y grafiquela.

b) Calcule el valor esperado y la varianza de la variable aieat
c) ObtengaP(2 < X < 7).

Solucbn

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, secdin 3.2 :

8. Solucbn: .
p(z) = { (‘
9—x

a) Para quen(x) sea una fmpy _ p(z) = 1. Luego,

siz=1,234

siz=5,6,7,8

L2+44+6+8)+(@A+3+2+1)] =1

130 =1
30 = ¢
f.m.p.

Luego, la funcbn masa de probabilidad es:

—

0.6

siz=1,2,3,4

probabilidad
0.4

siz =5,6,7,8

O‘.O

Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, sec@in 3.2 :

24. @) Si X es una variable aleatoria con meglig varianzas?, definaZ como:

(X —p)?
Encuentre el valor esperado de
b) SeaY” una variable aleatoria con mediay varianzay?, y sea

27 — A
W=Y+

Encuentre el valor esperado y la varianzdide

Solucbn

Estadistica |

33 Tema lll Variables Aleatorias y Distribuciones

Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccin 3.2 :

8. Solucbn:
siz=1,2,3,4

2
30
plz) = { . _
8 Siz=5,6,7,8

b)

E(X) = YaP(X=2)=1&+ - +45 + 54+ + 85 =4.0

V(X) = B(X?) - B(X)?=[122 + - + 428 + 525 + - .- + 8] — (4.0)2=3.0
o(X) = JV(X)=1732
c)
P(2<X<7):P(X:3)+~-+P(X:6):%[6+8+4+3}:%
Estadistica |
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Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccin 3.2 :
24. Solucbn:
a) X v.a.conE(X) = p, yvarfX) = o2,
(X —p)?
Z o (X —12)
Entonces, ,
E(Z) = E[¥92 1 (x - 12)]

Estadistica |
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Variables Aleatorias y Distribuciones

Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, seccéin 3.2 :

24. Solucbn:

b) Y vaa. conE(Y) = A, yvarY) = ~2,

Temal lll

Wwoy+ XA
Entonces,
EW) = E [Y + M]
= E[Y]+E [}-/(21/ _ /\)]
= BE(Y)+1RE®Y) - )
= A+l
= A1+1)
W—EW)] = [Y + 22— X1+ )] V(W)

%[’yY-&-QY—/\—/\(ﬂ/-i—l)]
Ly +2)Y = My +2)]
= J(r+2)(Y =N

Estadistica |

Variables Aleatorias y Distribuciones

Variables Aleatorias Discretas
Problemas Cuaderno Gris, secdin 3.2 :

37

EW — E(W)?
S(y +2PE(Y = AP

~

39

17. Solucbn: SeaX el numero de canicas rojas en la muestra de feor® extréda
sin reemplazoRx = {0, 1,2, 3}.

a)

b)

©)GS) w1020
P(X =0) =230 = = — =10/60
(5) o0y 120
N6 a6l
P(X=1)= (1)(&3) ) _ 1!(4—1)1!220!(6—2)! _ 41-21)5 — 30/60
3
N6
3
R [ G R P
P(X =3)= o 2/60

E(X) = 0(.6) + 1(.5) + 2(.3) + 3(.033) = 1.2;

V(X) = 0%(.6) + 12(.5) + 22(.3) + 3%(.033) — (1.2)? = 0.

DS(X) = 0.56 = 0.748.

Estadistica |

56;

p(x)

0.167
0.500
0.300
0.033
11.000
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Variables Aleatorias Discretas

Problemas Cuaderno Gris, secéin 3.2 :

17. Una urnatiene 4 canicas roja y 6 canicas blancas, seex@reanicas sin reempla-
z0. Sea X la variable aleatoria que denotaighero total de canicas rojas esxttas
de la urna.

a) Construya una tabla mostrando la distriliucde la probabilidad de&'.
b) Encuentre su valor esperado, varianza y destmaeséndar.

Solucbdn:

Estadistica |
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Variables Aleatorias Continuas

Las variables aleatorias continuas (v.asoh aquellas que pueden tomar cualquier
valor en un intervalo dado, por lo que no es posible conatinartabla de frecuencias
relativas para el rango (posibles valores de la.)

La funcion de densidad puede verse como un prodiesite en funciones de masa de
probabilidad.

Histogramas, Poligonos de Frecuencias
Funcion de Densidad de Probabilidad

\
]

X X X

4

[ T T T l T l ! [
0 5 10 20 30 0

1 T T l l !
5 10 15 20 25 30
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Variables Aleatorias Continuas
Funcion de Densidad de Probabilidad £, d. p.)

La funcion de densidad (f. d. pde unav. a. X puede verse como un proce$mite
en funciones de masa de probabilidad. Por lo mismo, se egss por medio de
expresiones matedticasfy ().

Funcion de Densidad
Probabilidad de un Intervalo

En el caso de qu& sea una. a. d:

Pla<X<b= )Y PX=n)
a<z<b
Si X esunav. a. c.

Pla< X <b) = /b fx(u)du

f(x)
0.00 0.02 0.04 0.06 0.8 0.10

Por lo mismo, a diferencia de las
a. d, si Xesuna. a. c,

P(X =a)= /a fx(uw)du=0

paratoda:r € Ry.

Estadistica |
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Variables Aleatorias Continua
Funcion de Densidad de Probabilidad £, d. p.)

Lafuncion fx : Rx — R', se dice que efncion de densidade la variable aleatoria
continuaX si

b
Pla< X <b) = / fx(u)du

La funcion de densidagdlx (z) satisface las siguientes propiedades:

1. fx(x) > 0, para todar € R.
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Variables Aleatorias Continuas
Funcion de Densidad de Probabilidad £ d. p.)
Ejemplo:

Una fabricante de calculadoras eléciicas ha decidido exportar su producto a los
E.E.U.U. Un despacho de consultbha encontrado que la deman¥igaleatoria) del
producto (en miles de pesos) puede representarse por lergggtuncon de densidad.

xz—30
30 <z <60
_ 450 ==
fx(:r) { 0 en otro caso

Para encontrar la probabilidad de que la demanda se eneeaitite 40 y 50 mil pesos,

50 4 — 30 1 [u? 0 1
o 450 450 3u

P(40<X<50):/ du = u| =-—(150) =
10 450
Note que

e fx(z) >0, paratodo—oco < z < +00

° fjooco fx(w)du =1
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Variables Aleatorias Continuas

Funcion Acumulada de Distribucion (f. a. d.)
Ejemplo:

“u—30 2 — 60u + 900
/u d _ Ut para todo30 < x < 60

u ’
T 900

Funciones de Densidad y Acumulada de Distribucion

F.D. P. F.A.D.

demanda x demanda x

Estadistica |
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Variables Aleatorias Continuas
Funcion Acumulada de Distribucion (f. a. d.)
La funcion acumulada de distribuai de probabilidad (f.a.d.p.Jx(z), de una vari-
able aleatoria continu se define por:

Fx(z)=P(X <z)= / fx(u)du, paratodax € R,
Propiedades:

1.0 < Fx(z) < 1, paratodar € Ry.

2. Sia 'y b son dos fimeros tales que < b, entoncesFx(a) < Fx(b). Es decir, la
funcién de distribudn esno decreciente

3. Fx(—00) =0,y Fy(+0) = 1.

4.1tm; 0+ Fx(x + h) = x, paratodar € Rx. Es decir, la fundn de distribudn es
continua por la derecha

5. Si aderas X tienef. d. p. fx(z), se cumple

d
F(w =22, = fx(w)
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Variables Aleatorias Continuas
Valor Esperado y Varianza)

Se define lavarianzar* de una variable aleatoria contindacon medieE(X) = py
funcion de densidad de probabilidgg («) por

B0 = [ o= i

o

cuando existe la integral. Las propiedades de la varianzéasanismas que se pre-
sentaron para el caso #ea. dA saber,

l.varX) >0
2.vara) = E(a®> — (a)?) =a®> —a®> =0
3.varn(bX) = b*var(X)
4.var(a + bX) = bvar(X)
Recuerde,
0% =V(z) = E(X?) - E(X)* = B(X?) — i}
Igualmente se define Besviacbn esandarde unav. a. c.por:

ox = \/O%(
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Variables Aleatorias Continuas

Valor Esperado y Varianza

Se define elalor esperadg: de una variable aleatoria continda con funcbn de
densidad de probabilidagl (x) por

Bx)= [ " o =

o0

cuando existe la integral. Las propiedades del valor edpesan las mismas que se
presentaron para el caso dea. dA saber,

1.E(a) = [p afx(u)du=a [, fx(u)du=a-1=a
2. E(bX) = [ brFx(u)du =0 [, xfx(u)du=bE(X)

3. E(a+bX) = fRX(a+bx)fX(u) =a+bE(X)
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Variables Aleatorias Continuas
Ejemplo:

La demandaX es unav. a. c.conf. d. p:

=30 30 < 2 < 60
fx () _{ 450 -

0 en otro caso
Entonces,
60 60 .2 3 2760
— 30 — 30 1 |: ]
R e e o
s 450 s 450 450 | 3 2 |4
60 60 4 3760

— 30 1 1 [z T
E(X?) = 2t ——/ 8 —30a%)dr = — | = —30—| =2550
(X°) /30 450 150 J, @ 730 =g |~ 305 | =25

V(X) = B(X? — E(X?) = 2550 — (50)* = 50

ox = V50 = 7.07
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Variables Aleatorias Continuas

Uniforme: X ~ u(a,b)

Funcbn de Densidad de Probabilidad

X ~u(0,1)
1
fay =17 a<z<b Funcion de Densidad de Probabilidad
0 de otra forma G
© g a a o 0.8
Funcibn Cumulativa de Distribudin 3
] 0.6
0 r<a § 0.4
Fla)=q ¥ a<z<b 02
o M T T T T T 1
1 T>b 10 -05 00 05 10 15 20
X
Valor Esperado:
s = E(X) _ a ; b Funcion Cumulativa de Distribucion
i 1.0
Varianza:
s ) = o9 g
Oy = = =]
X 12 % 0.6
PR 2 0.
Desviacon Esfindar: g
0.2
_ _ (b—a)? 0.0
ox =VV(X)= 12 4o -05 0o 05 10 15 20
X
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Variables Aleatorias Continuas
Distribuci 6n Exponencial: X ~ exp()\)
; . . X ~ exp(1.0)
Funcibn de Densidad de Probabilidad
Funcion de Densidad de Probabilidad
e ™M >0
flz) = 1.
0 de otra forma o8 A=1
Funcbn Cumulativa de Distribubin 30
o 0.4
0 <0
F(z) = 02
l—e™ 0<u 0.0, T T T T ]
0 2 4 6 8 10
Valor Esperado: "
px = E(X) - X =1 Funcion Cumulativa de Distribucion
Varianza: ) 1
Ug(:v()():ﬁzl _os A=1
o S 06
Desviacon Esfindar: 5
g 0.4
ox =vV(X)= 1. " o2
/\2 0.
o 2 4 & & 10
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Variables Aleatorias Continuas

Distribuci 6n Uniforme

X ~u(—4,-2) X ~ u(2,10)
Funcion de Densidad de Probabilidad Funcion de Densidad de Probabilidad
1 1
0.8 0.8
8 8
g 06 g 06
2 2
o 0.4 o 0.4
k=l k=l
0.2 0.2
T T T T ] T T T T 1
-5 -4 -3 -2 -1 2 4 6 8 10
X X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa de Distribucion
1 1
0.8 0.8
=] =]
[ (]
2 06 2 06
Qo Qo
8 8
g 0.4 g 0.4
o o
0.2 0.2
0. 0
T T T T 1 T T T T 1
-5 -4 -3 -2 -1 2 4 6 8 10
X X
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Variables Aleatorias Continuas

Distribuci 6n Exponencial: X ~ exp()\)
X ~ exp(0.5) X ~ exp(5.0)

Funcion de Densidad de Probabilidad

i
-

08 A=05 0.8 A=5
B B
g 06 g 06
2 2
o 0.4 o 0.4
o o
0.2 0.2
0. 0.
[ T T T T 1 [ T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
Funcion Cumulativa de Distribucion Funcion Cumulativa de Distribucion
1 1.
08 =05 0.8 A=5
kel kel
© ©
2 06 2 06
o e
g g
S 0.4 S 0.4
s =
0.2 0.2
0. 0.
[ T T T T 1 [ T T T T 1
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
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Variables Aleatorias Continuas

Distribuci 6n Gama: X ~ I'(a, )
Funcibn de Densidad de Probabilidad

X ~T(1,1)
flo) = { I}(:) zole £ >0 Funcion de Densidad de Probabilidad
- 1.0
0 de otra forma - alpha=1, lambda=1
dondel(a) = fooo e "y du. g os
Funcibn Cumulativa de Distribudn g 04
0.2
0 x <0
F(Z> - A T a—1,—Au o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
el fo u* e Mduy 0<ux 0 2 4 6 8 10
X
Valor Esperado: _ _ o
« Funcion Cumulativa de Distribucion
px =E(X) =+
)\ 1.0
Varianza: N _os pha=1, lambda=1
Ug{ =V(X) 2 % 0.6
3 S 04
Desviacbn Esndar: g,
(@)
=/ V(X)=4/— 00
x=VVIH) =% 4% 4 6 8 &
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Variables Aleatorias Continuas
Distribuci 6n Normal o GaussianaX ~ n(u, o?)
Funcbn de Densidad de Probabilidad X ~ N(1,0)
| Funcion de Densidad de Probabilidad
x) = z) = 652 H uncion de Densidal e Probabilida
o) = f() =~ .
con—oo <z < +00 e mu=0, sigma=1
Funcibn Cumulativa de Distribudn 0.6

densidad

1 2
- U—pn
¢ 302 gy

Fo= 7

con—oo < z < 400.

Valor Esperado:
px = E(X) =p

Varianza:
ok =V(X)=o?

Desviacon Esaindar:
ox =vVV(X)=Vo2=0

probabilidad

Estadistica |
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Variables Aleatorias Continuas

Variables Aleatorias y Distribuciones

Distribuci 6n Gama: X ~ I'(a, )

densidad

probabilidad

Tema lll

Variables Aleatorias Continuas

X ~T(0.5,2.0)

Funcion de Densidad de Probabilidad

aE alpha=0.5, lambda=2.0

0.6
0.4

0.2

0.

Funcion Cumulativa de Distribucion

alpha=0.5, lambda=2.0
0.8

0.6
0.4

0.2

Estadistica |

X ~T(2.0,0.5)

Funcion de Densidad de Probabilidad

=

alpha=2, lambda=0.5

S o o
> o o

densidad

o
N

|

alpha=2, lamb

S o o
> o @

probabilidad

o
N

Variables Aleatorias y Distribuciones

Distribuci 6n Normal o GaussianaX ~ n(ju,o?)

densidad

probabilidad

X ~ N(=1.0,9.0)

Funcion de Densidad de Probabilidad

1.
08 mu=-1, sigma=3
0.6
0.4
0.2
0. A
-5 0 5
X

Funcion Cumulativa de Distribucion
1.
0.8
0.6
0.4
0.2
0.
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X ~ N(+3.0,0.25)

Funcion de Densidad de Probabilidad

1.
mu=+3, sigma=0.5
0.8
8
g 06
2
@ 0.4
k=l
0.2
0.
-5 0 5
X
Funcion Cumulativa de Distribucion
1.
mu=+3, sigma=0/5
0.8
=]
[
2 06
Qo
8
g 04
o
0.2
0.
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Variables Aleatorias Continuas
Problemas Cuaderno Gris, secéin 3.3 :

9. SeaX la v. a.que denota el tiempo en minutos que una persona tiene queespe
hasta que pasa el cabni en cierto lugar de la ciudad. Suponiendo que el compor-
tamiento deX es uniforme en el interval, 30), es decir, que la funoh de la

densidad deX es:
1/30 0<2<30
fx(z) = { 0 o.c.

a) Obtenga la fundin de distribu@n acumuladd’.

b) Calcule el valor esperado d€, la desviaddn esandar, la mediana y el coefi-
ciente de variaéin de X.

c) Diariamente, una persona se dirige a tomar el éanpero no eétdispuesta a
tomar el cambn siéste tarda s de 10 min. ¢ Gl es la probabilidad de que en
uno de dos s no tome el caran?

Solucbn:
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Variables Aleatorias Continuas
Problemas Cuaderno Gris, secéin 3.3 :

16. SeaX una variable aleatoria continua con fubitide densidad:

Sklr—1] 0<z<3
fx(z) =< kx? 3<x<6
0 0.C.

a) Encuentre el valor dé& que hace quex(z) sea una funéin de densidad.
Grafiquefx(z).

b) EncuentreP(1 < X < 2), usando el valor dé.

c) EncuentreP(2 < X < 4), usando el valor dé.

d) Obtengguy = E(X)y 0% = V(X).

€) Obtenga y grafiqué’y (z).

Solucbn:
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Variables Aleatorias Continuas
Problemas Cuaderno Gris, seccéin 3.3 :

11. La variable aleatori& tiene una fundn de densidad dada por:

fz(z)=c+dz, 10<z<2

a) Calcule los valores dey d tales que el valor esperado de la variablsea igual
a3s/4.
b) Obtenga el valor esperado y la varianzadesi:

W =17-27>

Solucbn:
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Variables Aleatorias Continuas

Prob 3.3.16 :
Solucbdn:
Funciones de densidad y de distribucion
[Te) |
-
< o _|
o] o
™ ©_|
—~O | _o
KoY K
(= ~ L. <
o] o]
— N _|
o | o
o \/ o
S = l \ — S \ \ l
0 2 4 6 0 2 4 6
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Variables Aleatorias Continuas
Problemas Cuaderno Gris, sec@in 3.3 :

18. El tiempo requerido (en fradm de hora) por los estudiantes para presentar un

examen de una hora y media es una variable aleak¥odan funcbn de densidad:

kx’+2x 0<ax<15
fx(x){o o.c.

a) Determine el valor dé.

b) Calcule el valor esperado y la varianza de la variable afieat

c) ObtengaF'[2 — 3X]y V[2 — 3X].

d) Encuentre la funéin de probabilidad acumulada.

€) Calcule la probabilidad de que un estudiante termine erosyéda media hora.

f) Dado que un estudiante necesita al menos 30 minutos pa@npae el examen,
encuentre la probabilidad de que necesite al menos 50 tgraninarlo.

Solucbn:
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Distribuciones Bivariadas de Probabilidad

Distribuciones Discretas

Ejemplo:

En una comunidad de la periferia de la ciudad dexMo, hace ya tiempgose inves-
tigo el ingreso de las parejas que formabanielleo familiar. Se constriyuna tabla
de doble entradalondeX representa el ingreso @ty Y el ingreso de ella, ambos en
miles de pesos. La distribui del ingreso se presenta en la siguiente tabla:

Ingreso de ella
Ingresodeel| 0 1 2 3 4 total

1 .11 .03 .01 .01 .00 .16
2 25 .10 .04 .01 .00 .40
3 .03 .08 .02 .02 .00 .15
4 .02 .07 .06 .03 .01 .19
5 .01 .02 .01 .02 .04 .10

total 4230 .14 .09 .05  1.00

Asi, en aquel entonces, la probabilidad de gugenga un ingreso de $2000 y ella de

$3000 es de
P(X =2,Y =3) = py3 = 0.01

Es decir, el 1% de las parejas estaban en esa Situden la tabla puede verse tarabi

que, por ejemplo, 42 % de ellas no t@mingreso. Igualmente, el 15 % de ellositan
ingresos de $3000.
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Distribuciones Bivariadas de Probabilidad

Distribuciones Discretas

SeanX y Y variables aleatorias discretas, con rangosy Ry respectivamente. La
funcién de probabilidad bivariada conjuntgy est dada por:

fxv(z,y) = P(X =2,Y =y), paratodosz € Rx, y € Ry

En el caso de que ambos rang®g, Ry sean finitos, la distribuén bivariada con-
junta se puede presentar en tabla de probabilidades conjuntd®or ejemplo, si

Ry ={x1,z9,...,2m} Y Ry = {y1,¥2,...,yn}, la distribucdn conjunta de proba-
bilidad deX y Y:

X\Y Y1 Y2 T Yn

x f(ff/h?h) (5517@/2) T f(«’l?hyn)

f
vy | f(z2,y1) f(x2,92) - f(@2,90)

T f(xm; yl) f(xm,a y2> U f(xmv yn)

donde

pZ]:P(X:qu:y]):fXY(xlay])7 Z:L,m.]:L”H
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Distribuciones Bivariadas de Probabilidad
Distribuciones Discretas

SeanX y Y variables aleatorias discretas con rangbsy Ry respectivamente, y
fXY Ry x Ry — R tal que

ny(x,y) = P(X = Qf,Y = y)

paratodar € Rxyy € Ry. fxy se dicefuncion de probabilidades conjunta dey
Y.

Propiedades:

1.0 < fxy(x,y) < 1, paratodor € Rxyy € Ry.
2. ZxGRX ZyERy fXY(x> y) = 1.
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Distribuciones Marginales de Probabilidad

SeanX y Y variables aleatorias discretas con rangasy Ry respectivamente y con
funcién de probabilidad conjunta

fxr(z,y) = P(X =z,Y = y)
La funcibn marginal deX est dada por:
fx@) =PX =2)=> fxr(z,y)= Y P(X =z,y=1y)
yERy yERy
paratodar € Ry. Similarmente, Iduncion marginal d&” est dada por:
Fy)=PY =y)= > fxv(z,y)=> PX=zy=y)
2€Rx 2ERY

paratodoy € Ry.
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Distribuciones Condicionales de Probabilidad

Recuerde que sit y B son eventos tales quB(B) > 0, se define la probabilidad
condicionalde A dadoB” como
P(ANB)

P(B)

De la misma forma, siX y Y sonv. a. d.con funcbn de probabilidad con-
junta fxy(z,y) y funciones marginales de probabilidatk(z) = P(X =x) y
fr(y) = P(Y =y), puesto que son probabilidades de los eventés=x} y
{Y =y}, respectivamente podemos definirflacion de probabilidades condicional
de la variable aleatoriX’ dado{Y = y} por:

_ fxy(z,y) P(X==z,Y=u)

P(A|B) =

Ejemplo:
En el ejemplo del ingreso por pareja,
_ fxy(2,0) P(X=2Y=0) .2

fx(2lY =0)= W0 - P =0) =5 =%
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Distribuciones Marginales de Probabilidad

De esta forma, en el ejemplo anterior, las funciones maegrae X y Y eséin dadas
por:
z |1 2 3 45

y |01 2 3 4
fx(z)|.16 .40 .15 .19 .10

fr(y)| .42 30 .14 .09 .05

Note que las funciones marginales de probabiligady fy son funciones de masa de
probabilidad legimas en el sentido que cumplen con las propiedadésmep.. Esto
es,

e a.0 < fx(z) <1, paratodor € Ry.
b. erRx fx(z)=1.

e a.0 < fy(y) <1, paratoday € Ry.
b. ZyeRy fry) =1
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Independencia de Variables Aleatorias

Dos variables aleatorias discretdsy Y con funcbn de probabilidad conjuntéyy .
X y Y se dicenvariables aleatorias independierses

fxv(z,y) = fx(x)- fy(y), paratodar € Rx,y € Ry
Es decir, si
PX=2zY=y)=PX=x)-PY=y), paratodar € Rx,y € Ry
Ejemplo:
En el ejemplo del ingreso por pareja, las variabteg Y no son independientgsies
Fxv(2,0) # fx(2)fr(0)
pues, de la tabla de probabilidades,

P(X =2,Y =0) = .25 #.168 = (40)(.42) = P(X = 2)P(Y = 0)
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

. . . Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Independencia de Variables Aleatorias

Independencia de Variables Aleatorias

Ejemplo:
Independencia de variables aleatoriaségminos de probabilidades condicionales: las
Sea X=N0mero de visitas mensuales de un auditor a la céimpd BC, y sea variables aleatoria¥ y Y son independientes
Y=nOmero de fallas que encuentra el auditor. La fancile probabilidad conjunta
fxy se presenta en la siguiente tabla: fx(@lY =y) = fx(x), paratodoy € Ry
xX\v| 2 3 4 | fxl(@) Ejemplo:
1 |4/54 8/54 12/54|24/54 FelY = 2) = Fxv(1,2) _4/54 _4 _24 _ fe(1)
2 |5/54 10/54 15/54|30/54 fr(2 9/54 9 54
fr(y)|9/54 18/54 27/54|54/54

Nota basta que para alguna pareja/ nho se cumpla la igualdad anterior para concluir
que las variableX y Y no son independientes. Tal fue el caso del ejemplo del ingres
por nicleo familiar donde

En este caso, la probabilidad conjunta es igual al produettas probabilidades
marginales. Por ejemplo, pala=1y Y =2,

Fer(@,1) = 4[24\ (9
AT 5 \Ba) \54 fxv(2,0) # fx(2)fr(0)
y ad paratodar = 1,2y y = 2, 3,4. Luego, las variables aleatoriaSy Y son inde- luego, en este cas¥ y Y no son independientes
pendientes
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Covarianza de Dos Variables Aleatorias
Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad Ejemplo: Covarianza del Ingreso de El y Ella
Covarianza de Dos Variables Aleatorias
. . . . p X\Y Ingreso de ella
SeanX y Y dos variables aleatorias con valor esperagoy ny, y varianzasy y oy Ingresodél| 0 1 2 3 4 P EX = 1(.16) + - - -+ 5(.10) = 2.67
respectivamente, se definedavarianza d&X y Y como 1 11 03 0L 0L 00 16 EX? = 12(.16) + - - - + 5%(.10) = 8.65
2 25 .10 .04 01 .00 40 varX) = 8.65 — (2.67)* = 1.521
Cov(X,Y) = E[(X — Y — — JTPo0 —
V(X,Y) (X — px) (Y — py)] 5 0308 02 02 00 15 de(X) = V1520 =1.233

= E[(X - E(X))(Y — E(Y))] 4|02 07 .06 .03 .01 .19 oV(X) = 1.233/2.67 = 0.462

= E(XY) - E(X)E(Y) 5 |01.02.01.02 .04 .10 EY = 0(42)+ - +4(.05) = 1.05

B Py 42 .30 .14 .09 .05 1.00 EY? = 0%(42) +--- +4%(.05) = 2.47

= 9xy _ _ varY) = 247 — (1.05)° = 1.368
Igualmente, se define ebeficiente de correlaan lineal deX y 'Y por: Xy Y nosonv. a.independientes pues delY) = V1.368 = 1.169

Cov(X,Y) fxv(zy) = 11# .06 = 42- .16 = fx(z)fy(y)  cv(Y) = 1.169/1.05 = 1.114
Cor(X,Y) = ’ = 2 oy

V(X) - V() ox-oy
EXY = 1-0(11)+1-1(.03) 4 ---+5-3(.02) +5 - 4(.04) = 3.62

cov(X,Y) = EXY — EX -EY = 3.62 — (2.67)(1.05) = 0.817
comXY) = covX,Y)//vanX) -varY) = 0.817/4/1.512 - 1.368 = 0.566
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Covarianza de Dos Variables Aleatorias

Notas:

—1<p<+1
e Si X y Y son variables aleatori&sdependientesntonces
Com(X,Y)=0

e Correlacon nula,pxy = 0, noimplica independencia de las variables aleatorias.

e El coeficiente de correla@n p no se afecta por cambios de escala en las variables
XoY.
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Covarianza de Dos Variables Aleatorias

Ejemplo: Variables Aleatorias Dependientes con Covariara Cero

X\Y|2 3 4]|fx
1 |1/8 3/8 1/8(5/8 EX = 1(.625) +2(.375) = 1.375
2 |1/8 1/8 1/8|3/6 EX? = 12(.675) + 2%(.375) = 2.125
fr 12/8 4/8 2/8(8/8 var(X) = 2.125 — (1.375)2 = 0.234

de(X) = 1/0.234 = 0.484
X y Y nosonv. a.independientes cv(X) = 0.484/1.375 = 0.352

pues

EY = 1(.25 3(.25) = 3.333
Ixv(z,y) # fx(@)fy(y) EV? — 12(2;; ++§2( ;5) 45
paraalginz € Rx, y € Ry. E. g., varY) = 4.5 — (3.333)% = 0.500
T delY) = /500 =0.707
ny(l,l):gyégézfx(x)fy(y) ev(Y) = .707/2.000 = 0.354
EXY = 1-1(1/8)+---+2-3(1/8) = 2.750

cov(X,Y) = EXY —EX - EY = 2.750 — (1.375)(2.000) = 0.000
corfXY) = covX,Y)//varnX) - varY) = 0.0/v/.234 - .500 = 0.000

cor(X,Y)=0=A XyY independientes
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Covarianza de Dos Variables Aleatorias

Ejemplo: Variables Aleatorias Independientes

EX = 1(.444) + 2(.277) = 1.556

X\Y| 2 3 4 | fx(=) EX? = 1%(.444) + 22(.277) = 2.667
1 [4/54 8/54 12/54|24/54 var(X) = 2.667 — (1.556)% = 0.247
2 |5/54 10/54 15/54|30/54 de(X) = /0.247 = 0.497

fr(y)|9/54 18/54 27/54|54/54 cv(X) = 0.497/1.556 = 0.319

EY = 2(.167) + - - -+ 4(.50) = 3.333
EY? = 22(.167) -+ 4%(.50) = 11.667
Fxv(@,y) = fx(@)fy(y) varY) = 11.667—(3.333) 0.556
deY) = /556 = 0.745

cv(Y) = .745/3.333 = 0.224

X y Y sonv. a.independientes pues

paratodar € Ry, y € Ry.

EXY = 1-2(4/54)+---+2-4(15/54) =
cov(X,Y) = EXY — EX - EY = 5.185 — (1.556)(3.333) = 0.000
cormXY) = covX,Y)/\/NVarX) - var(Y) = 0.0/+/-497 - .745 = 0.000

X y Y independientes—=- corr(X,Y) =0
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Distribuci 6n de una Funcbn de Variables Aleatorias

En el ejemplo anterior sobre el ingreso familiat,y Y sonv. a. d.que denotan el
ingreso mensual (miles de pesos)é&e ella respectivamente. El problema ahora es
representar eingreso totallV de la familia. Esto es, encontrar la distribbtide la
variable aleatorid = X + Y.

Mas formalmente, séay la funcion tal que

hW ; RX X Ry — R
z,y — Tty

La funcidn hyy es la funcdbn masa de probabilidad de la variable aleatoria W. Luego,

hw(w) = P(W = w) paratodow € Ry
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Distribuci 6n de una Funcbn de Variables Aleatorias
Ejemplo: Ingreso por Familia

Ingreso de ella
Ingresodeel| 0 1 2 3 4 total

Nueva Variable Aleatoria:

1 11 .03 .01 .01 .00 .16 W=X+Y
2 .25 .10 .04 .01 .00 40
3 03 .08 .02 .02 .00 .15 Rango:
4 .02 .07 .06 .03 .01 19
Rw={1,...,9}
) .01 .02 .01 .02 .04 .10
total 42 .30 .14 .09 .05 1.00 Funcbn Masa de Probabilidad
w|P(W =w)
1 A1
PW=1) = P(X=1,Y =0) =11 2 28
3 .14
PW=2) = P(X=2Y=0)+P(X=1Y =1) = .28 i =
5 11
6 .10
P(W=9) = P(X=5Y =4) = .04
(W =9 (X=5 )=-0 )
8 .03
9] o4
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Varianza de Dos o Mas Variables Aleatorias

SeanX y Y dos variables aleatorias con valor esperagoy /iy, varianzasrs, y o+,
y searu y b constantes. Entonces,

V(aX +bY) = a*V(X) +b*V(Y) + 2abCov( X, Y)

En general, seai, ..., X,, v. a.con valor esperad® (X)), ..., E(X,,) respectiva-
mente y seam, . . ., ¢, constantes. Entonces

n n
V(61X1 qFoooF C,LXn) = Z C?V(Xt) +2 Z Z CiCjCOV(Xi, XJ)
=i =i

Note que siXy, ..., X, sonv. a.independientes
VieXi+- 4 e X,) =3V(X1) + -+ EV(X,)
puescov(X;, X;) = 0, para todaX; y X.
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad
Esperanza Matendtica

SeanX y Y variables aleatorias con valor esperadey py respectivamente, y sea

W =X +Y, entoncesuy = pux + uy. Es decir,
EX+Y)=EX)+EY)

78

En general, seaXy, ..., X,, v. a.con valor esperadp,, .. ., i, respectivamente y

seary, . .., ¢, constantes. Entonces

n

E(C1X1 =+ e+ Can> = ClE(X1> + -+ CnE<Xn> = chlu/z

=
Note que en particular
EX-Y)=EX)—-EY)
Ejemplo
En el ejemplo del ingreso por familia,
EW)=1(.11) + 2(.28) 4+ - - - + 9(.04) = 3.72

O bien,
EW)=EX)+ E(Y)=2.67+1.05=3.72
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Varianza de la Suma de Dos Variables Aleatorias

Ejemplo: Ingreso por Familia

W=X+Y
Ingreso de ella )
Ingresodeel| 0 1 2 3 4 total T 11
1 11 .03 .01 .01 .00 .16 2 28
2 25 10 .04 .01 .00 .40 3 14
3 03 .08 .02 .02 .00 .15 i‘ ﬁ
4 02 .07 .06 .03 .01 .19 6 10
5 01 .02 .01 .02 .04 .10 7 04
8 .03
total  |.42 .30 .14 .09 .05 1.00 ol s

EW = 1(.11)+ - --+9(.04) = 3.72

EW? = 12(.11) + - - - + 9%(.04) = 18.36
var(W) = 18.36 — (3.72)2 = 4.523
de(W) = V4522 = 2.126

varlX +Y) = var(X) +varY) + 2cov(X,Y)
— 1.521 + 1.368 + 2(.817)
= 4.523
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Distribuciones Bivariadas Discretas de Probabilidad

Varianza de la Suma de Dos Variables Aleatorias

Ejemplo: Variables Aleatorias Independientes

X\Y| 2 3 4 | fx(z) Z=X-Y
1 |4/54 8/54 12/54|24/54 z|P(Z =2)
2 |5/54 10/54 15/54|30/54 *g ;gﬁi

= - - 04

fy(y)|9/54 18/54 27/54|54/54 1| 145

0| 5/54

X y Y sonv. a.independientes.

EZ = —3(12/54) +--- +0(5/54) = —1.778
EZ? = (—3)%(12/54) + - - - + (0)%(5/54) = 3.963
varnZ) = 3.963 — (—1.778)2 = 0.803
deZ) = v/0.802 = .896
varlX —Y) = varX) +varY) — 2cov(X,Y)
247 + 556 — 2(0)
= .803
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Valor Esperado de Variables Aleatorias Continuas

Las definiciones y propiedades asociadas al valor espeead@dd.se repite para las
V. a.c.

Asi por ejemplo, siX es unav. a. c.con fx suf. d. p. y mediaEX = puy, la varianza
de unav. a. c.est dada por:

+00

var(Y) = E[(X - X1 = [ (o - P fx(ods

Pero, nuevamente se cumple que
var(X) = E [(X — E[X]))’] = E[X?] — (E[X])* = E[X?] — ik
Similarmente,
e E(a+bX)=a+EX)
e var(a + bX) = b*var(X)
e Etc.
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Valor Esperado de Variables Aleatorias Continuas

El concepto devalor esperades independiente del tipo de variable aleatoria.

El material desarrollado para variables aleatorias diasi®e repite para las continuas,
sustituyendo las sumatorias por integrales yflexiones masa de probabilidad (f. m.
p.)por lasfunciones de densidad de probabilidad (f. d. p.)

SeaX v. a. c.con fx suf. d. p. se definemediao valor esperadde X como

e - [ " e W

oo

SiY = g(X)dondeg : R — R es una fundin,Y es tambén una variable aleatoria
y su valor esperado se puede calcular como

&)= [ " s

o0

Asi por ejemplo,

e = [ e @
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V. Distribuciones de
Probabilidad

Contenido
e Distribuciones Discretas
o Distribucion Uniforme
o Distribucion Bernoulli, Georgétrica y Binomial
o Distribucion Poisson
o Aproximacbn de la Distribudn Binomial por la Poisson
e Distribuciones Continuas
o Distribucion Uniforme
o Distribucion Exponencial
o Distribucion Normal o Gaussiana

o Aproximaciones de las Distribuciones Binomial y PoissonlpdNormal
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Distribuciones Discretas
Uniforme (n)

a) Masa de Probabilidad
0.20

0.15+

Funcbn Masa de Probabilidad

p(x){l/n r=1,....n

abilidad

0.10—

prob:

0 0.C. 0.05+
0.00
Funcibn de Distribucdbn Acumulada 12 3 4 5 6 7 8 9 10
b) Distribucion Acumulada
0 1.0+
Flz)=< (z])/n 1<z<n ool
1 xr>n - '
- . g 06
donde([z]), indica el naximo en- 3
. S 0.4
tero menor o igual a. =
0.2
0.0

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
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Distribuciones de Probabilidad Discretas

Distribuci 6n Uniforme

SeaX variable aleatoria discreta con rang; = {1, 2, .

probabilidad,

fle) = { o

X se dice entonces distribuidaiformemente pametron, conn = 1,2, . ... O bien,
X sigue una distribuin uniforme con pametron, y se denota paX ~ u(p).

Propiedades

l./iX = E(X) = nT—H

2.0% = V(X) = oy

r=12,...,n
otra forma

3. Utilizada para modelar “loterias” equiprobables.

En el caso generak ~ u(zy,...,x,), cOonRx = {z1,...,x,}, con

)1/
el

En tal casof(X) = 1

; TERY i
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T =T1,%2,...,%p
otra forma
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Distribuciones Discretas

Uniforme (n)
X ~ u(5)

a) Masa de Probabilidad
0.20

0.15+

probabilidad
=)
s
=

0.05—

0.00

1 2 3 4 5
X

b) Distribucion Acumulada

probabilidad

0.20

0.15+

probabilidad
o
s
?

0.05—

X ~ u(14)

a) Masa de Probabilidad

0.00

probabilidad

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
X

b) Distribucion Acumulada
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Distribuciones Discretas
Bernoulli (p)

SeaX variable aleatoria discreta con rangg = {0, 1} y funcion masa de probabil-
idad,
l—p =0
f@) = {p o

X se dice entonces distribuidernoulli paédmetrap, con0 < p < 1. O bien, X sigue
una distribuadn Bernoulli con paametrop, y se denota poX ~ Bernoulli(p).

Propiedades
1 pux = E(X) =p.
2.0% =V(X)=pgq,dondeg =1 — p.

3. Utilizada para modelar ensayos daricas salidas “Exito” o “Fracaso”.
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Distribuciones Discretas

Bernoulli (p)
Bernoulli(0.7)

a) Masa de Probabilidad

Bernoulli(0.2)

a) Masa de Probabilidad

5
5

°
>
i
°
?

0.8
0.7

°
?
°
?

°
:
i
°
T

probabilidad
probabilidad

03

o
9
)
°
T

0.2

o
=}

=

=}

0 1 [ 1
X X

b) Distribucion Acumulada b) Distribucion Acumulada

1.0 ——— 1.0+ I
0.8+ 0.8 q

b o

S 0.6 S 0.6

5 =1

] E

S 0.4 S 0.4

=4 =
0.2+ 0.2+
0.0 0.0
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Distribuciones Discretas

Bernoulli (p)

a) Masa de Probabilidad

o v
9

o
hi

probabilidad

Funcbn Masa de Probabilidad ol e %
Il = w =0 d
p<x>:{ S
p = 0.0
Funcbn Cumulativa de Distribu- c
Ci()n b) Distribucion Acumulada
1.0 [
0 z <0
Flz)=< 1-p 0<z<1 ]
1 x>1 é 0.6
‘ém—
0.2
0.0
0 1
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Distribuciones Discretas
Geoneétrica (p)

SeaX variable aleatoria discreta con ran@ = {0,1,2,...} y funcion masa de
probabilidad,

fl@)=(1-p'p, z=12,...
X se dice entonces distribuidgeonétrica paametrop, con( < p < 1. O bien, X
sigue una distribuéin geongétrica con paametrop, y se denota paX ~ Geon{p).

Propiedades
1 px = E(X) = (1-p)/p.
2.0% = V(X) = (1-p)/p"

3. Utilizada para modelar el tiempo del prim&&xito” en una suce8n deensayos
Bernoulli

Estadistica |
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Distribuciones Discretas

Geometrica
(p) a) Masa de Probabilidad
0.5

°
hi

o
b

o
b

0.25

probabilidad

o
b

Funcbn Masa de Probabilidad

0.12

°
T

0.06

| 19%%0.02001 g o g

p(z) =p(1—p)""

=3
5}

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Funcibn Cumulativa de Distribubn

b) Distribucion Acumulada

z

Fla)=Y (1—p)'p

k=1

probabilidad

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
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Distribuciones Discretas
Ejemplo:

De los clientes potenciales que llegan a una tienda de depamtos, la probabilidad
de realicen realmente una compra p@sxe $500 es del 10 %. ¢ En promedi@rntos
clientes hakix que esperar para que se de la primer venta, mayor a los $600 cd&a?
¢ Clal es la desviadin eséndar de esta primer venta mayor?

Solucbn: SeanX; los clientes potenciales que llegan a la tienda. La proidaloilde
que un cliente gaste@s de $500 es de= 0.1. Suponiendo las variables; como en-
sayos Bernoulli independientes, S€da v. a. d.que indica la primera venta. Entonces,
N ~ Geonm{0.1) y
B(N) = L2 -4
HE=51=9

oy = /90 = 9.48 personas

= 9 personas

=
=
[
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Distribuciones Discretas

Geonetrica (p)

Georn(0.2) Geomn0.7)
a) Masa de Probabilidad a) Masa de Probabilidad
0.7 0.7 0.7
0.6 0.6
< 0.5 . 0.5
2 0.4 2 0.4
= =
£ 03] £ 03|
= = 0.21
0.2 0.2 0.2 -
0.16, 14
0.1 01 0,080 ¢ 0.1 0.06
0.0 | | T [°%040.030.030.02 0.0 | 002005

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X X
b) Distribucion Acumulada b) Distribucion Acumulada
1.0 1.0
0.8 0.8
o o
S 0.6 S 0.6
3 3
2 2
S 0.4+ S 0.4+
= =
0.2+ 0.2+
0.0 0.0

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X X
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Distribuciones Discretas
Binomial (n,p)

SeaX variable aleatoria discreta con ran@y = {0,1,...,n} y funciobn masa de
probabilidad,

0= (0)ra-pr

X se dice entonces distribuidanomial paametros: y p, o bien, X sigue una dis-
tribucion binomial con pa@ametros: y p, y se denota paX ~ Binomial(n, p).

Propiedades
1. ux = E(X) = np.
2.0% =V(X) = npq, dondeg = 1 — p.

3. Utilizada para modelar, por ejemplo, la suma“égitos” enn ensayos. Es decir,
X se puede ver com = X; + --- + X, donde lasX; son ensayos Bernoulli
idénticos e independientes

Estadistica |
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Distribuciones Discretas

Binomial (n
( 7p) a) Masa de Probabilidad
0.4

03 0.31

0.23 0.23

Funcbn Masa de Probabilidad

(Z)p“’(l = P 0.1+ 0.09 0.09
10.02 10.02
0 0. C. 0o 1 2 3 4 5 &

X

b) Distribucion Acumulada

probabilidad
o
b

Funcbn Cumulativa de Distribudin

T

F@)=3 (Z)p’“(l -p)"*

k=1

probabilidad
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Distribuciones Discretas
Ejemplo:

Una compaia que produce cristal fino sabe por experiencia que 10 % geadsctos
tiene defectos cosaticos y deben clasificarse coraegundos

1. Entre 6 piezas elegidas aleatoriamente ;gu probable es que solamente una
pieza sea segunda?

2. Entre 6 piezas elegidas al azar, gaes la probabilidad de que al menos 2 sean
segundas?

3. Si las piezas son examinadas una por unal&sua probabilidad de que se nece-
site examinar a lo @s 5 piezas para encontrar 4 que no sean segundas?
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Distribuciones Discretas

Binomial (n, p)
X ~ Binom(8,0.7)

a) Masa de Probabilidad
0.4

0.3 0.3
0.2!

probabilidad
o
i
I
=)
N

0.14]

0.05 0.06
00 o_0al

0O 1 2 3 4 5 6 7 8
X
b) Distribucion Acumulada

probabilidad

Tema V.

Distribuciones Discretas

Ejemplo:

V. Distribuciones 14

probabilidad

probabilidad

0.4

X ~ Binom(10, 0.2)

a) Masa de Probabilidad

0.3 0.3

0.2]

0.2 0.2

0.1
0.09

| 0.03
0.01y

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X
b) Distribucion Acumulada

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
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Solucbn: SeaNy el numero de segundas en la muestra de fimoay p = 0.1 la
probabilidad de que el aculo sea segunda.

6!

DR = gD = 354

P(Ng>2) = 1—P(Nsg<2)=1-—P(Ng=0)— P(Ng=1)
= 1= @(D°(9°+ () (D'(9)°
= SL(1)°(9)° + ()9

1. .
P(Ng 1):(1

2.
= .115

3.
P(E)
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Distribuciones Discretas

Poisson(\)

SeaX variable aleatoria discreta con rang, = {0,1,2,...} y funcion masa de
probabilidad,

T

fle)= e

!
X se dice entonces distribuidRoisson pametro), con > 0. O bien, queX sigue
una distribuadn Poisson con pametro), y se denota paX ~ Poissoif\).

Propiedades

luxy=EX)=A\

2.0% =V(X) =\

3. Utilizada para modelar, por ejempl@yventos raros’t poco frecuentes.

4. La probabilidad de ocurrencia de eventos en intervaloset@oo iguales es la
misma.

5. La ocurrencia 0 no ocurrencia de un evento en un intenglodependiente de la
ocurrencia o no ocurrencia del evento en cualquier otroviate.
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Distribuciones Discretas
Poisson §)
Poissoff0.5) Poissoii3.0)
a) Masa de Probabilidad a) Masa de Probabilidad
0.7 0.7+
0.6+ 0.61 0.6+
0.5+ 0.5+
K E
2 0.4 2 0.4
2 2
g 03 0.3 g 03
= e 0.290.22
0.2 @24 aa 017
0.1+ 0.08 0.1+ L |0,1
0.0 | 100y ¢ oo 0.0 129 1%%0.020 00 o
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X

b) Distribucion Acumulada

X

b) Distribucion Acumulada

probabilidad
probabilidad

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X X
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Distribuciones Discretas

Poisson §)
a) Masa de Probabilidad
0.5
0.4
0.370.37
§ 0.31
Funcbn Masa de Probabilidad % ool s
% |
plx)=e?= £=0,1,... o 006
x! 00 | 10.0%

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Funcbn Cumulativa de Distribudin

N L os]
F(x)=e" Z o
k=0

b) Distribucion Acumulada

probabilidad

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X
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Distribuciones Discretas
Ejemplo:

Llamadas teldinicas llegan a la mesa de reservaciones de un liel@maon una tasa
de A = 48 llamadas por hora.

1. Encuentre la probabilidad de recibir 3 llamadas en urolaless minutos.
2. Encuentre la probabilidad de recibir exactamente 10dtiam en 15 minutos.

3. Suponga que no hay llamadas esperando. Si un agentessg tfém para completar
un reservadin, ¢ cantas clientes espefamusted que esh esperando servicio para
ese entonces? ¢ @les la probabilidad de que ninguno&ssperando?

4. Si no hay ninguna llamada esperando ahora mismo, ¢ cegbeslabilidad de que
el agente se pueda tomar 3 minutos para uso personal sireseampido?

Estadistica |
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Distribuciones Discretas

Ejemplo:

Solucbn: Sea)\ = 48 llamadas/hora.

1.
.

A= 610‘\ = 4 llamadas/5 min P(X = 3) = 43¢™*/3! = 0.195

2, -
A= 6—;48 — 12 llamadas/15 min P(X = 10) = 12%12/10! = 0.1048
3. _
A= G‘iOA = 4llamadas/5 min E(X) =4 llamadas P(X =0) = e * = 0.0183

4. .

A = g5A = 24 llamadas/3 min  P(X =0) = e 24 =0.0907
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Distribuciones Discretas
Aproximacion de la Distribucion Binomial por la Poisson
Ejemplo:

Un compdiia vende plizas de seguros a una muestra aleatoria de 1000 persomasacedad
alrededor de 35f@s. La probabilidad de fallecimiento en uioaes aproximadamente de .002. gCu
es la probabilidad de que la conffiade seguros tenga que pagar 2&smersonas el primo &io.

Solucbn

SeaX el numero de personas (aleatorio) a las que la cdiiadas tendia que pagar el piximo &ho.
¢Clal el nfimero esperado de personas? Entonkes, Binom(1000, 0.002),

P(X>2) = 1—[P(X=0)+P(X =1)]

= 1— [(.998)!9% 4 1000(.002)(.998)*]
= ?7?

Sea N la v. a. d. distribuida Poisson para aproximar la distrikirci de X. Como
np = 1000(.002) = 2, esperamos que la aproximéagisea razonablemente buena. Consideramos en-
toncesN ~ Poissof\ = 2),

P(N > 2)

1-[P(X=0)+P(X =1)]

1-— [672(1 4 2)]
= 0.594
E(N) = 2 personas
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Distribuciones Discretas

Aproximaci6n de la Distribucion Binomial por la Poisson
Sea X ~ Binomial(n, p), tal quen > 100 y p < 0.01 de modo quenp ~ A\ se
mantiene ras 0 menos fijo en. Entonces,

LN
k!

P(X <zx)= Fy(z) =
k=0
dondeY es una variable aleatoria con distribtiPoisson p&metro).

Nota: La distribucbn es reazonablemente buena cuamge< 5. jVerifiquelo!
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Distribuciones Discretas

Ejemplo:

Una firma consultora investiga sobre la facilidad de resatiertos tipos de problemas mediante el
uso0 no, de labgica inversa polaca (P). Una muestra de 25 personas es seleccionada y se les
permite practicar con calculadoras con ambos tipo$©gded. A cada persona se le plantea un par
de problemas similares que deben trabajar con cada tipogitsal Sea = P(I), donde! indica

gue una persona trabajeéamfacilmente el problemas con LldP que sin ella, y seX el nimero de
personas que trabajarorasacilmente utilizandd.IP.

1. Sip = 0.5, calculeP(7 < X < 18).

2. Sip=0.8, calculeP(7 < X < 18).

3. Silaaseveradn de que = .5 searechazadacuandd < 70 X > 18, ¢ .cul es la probabilidad
de rechazar la aseveranicuando en realidagsta es correcta?

4. Sila decisbn de rechazar la aseveragies como en el inciso anterior, gtes la probabilidad
de que la aseverdmi no sea rechazada cuande 0.6? ¢ Y cuando es de= 0.8?

5. ¢ Q@ regla de deciéin escogéa usted para rechazar la asevesaaie quep = 0.5, Si quisiera
que la probabilidad eft) fuera a lo nas de 0.01?
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Distribuciones de Probabilidad Continuas

Distribuci 6n Uniforme

Distribuciones Discretas SeaX variable aleatoria continua cdancion de densidad de probabilidad
Ejemplo: i a<a<b
fxlw) = 0  otraforma

Una compadia de tekfonos emplea 5 operadores quienes reciben solicitudesate i
macbn de manera independiente uno de otro, y de acuerdo a una Rgisson con
una tasa dex = 2 llamadas por minuto.

Entonces X se dice distribuidainiformemente con pametrosu y b, (a < b), y se
denota potX ~ u(a,b). Sufuncion de distribu@dn, est dada por:

. 0 r<a
, pa HH H = Z 1 - —
1 (,C.ual e§ la probat_nllldad de que durante un minuto dado, el properador no P(X < ) = Fx(3) = / du=1 2 a<g<h
reciba ninguna solicitud? _xb—a i @ b

2. ¢, Cul es la probabilidad de que durante un minuto dado, exacterede los 5

. . . Propiedades
operadores no reciban ninguna solicitud.

1. La distribucbn asocia probabilidades iguales a intervalos de la misngitlad.

3. Escriba una expreasn para encontrar la probabilidad de que durante un minuto 5
2.ux=EX)=[z;tdr =12

dado, todos los operadores reciban el misinmero de solicitudes.
:S
a)
b J g —a)?
4.0% =V(X) = [}(x - 2k de = B(X?) - E(X)? = &5

3.E(X?) = thndaz—N
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Distribuciones Continuas Distribuciones Continuas

Uniforme (a, b) Uniforme (a, b)

X ~u(—1,+1) X ~ u(+2,+6)
a) Funcion de Densidad . . . .
(%) a) Funcion de Densidad a) Funcion de Densidad
1 1
0.8 0.8
Funcbn de Densidad de Probabili- ~ 06 ~ 06
dad 1/(a+b) —_— = 0.4 % = 0.4
1
1 a<z<b 02 / 0.2
fX(I) — b—a /A
0 otra forma ;1 l‘) G T T T T T T T T 1 G
. 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 —2 —1 0 1 6 7
Funcbn de Distribucdbn Acumulada b) Funcion de Distribucion X o
Fx(x) b) Funcion de Distribucion
1.
0 r<a
Fy(z) = T—a x <b 1 08
()= =2 a<z<b
1 x>b =0
0.5 & 0.4
0.2
; t‘) 0.
X
X X
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Distribuciones Continuas

Distribuci 6n Exponencial

SeaX variable aleatoria continua no negativa ¢oncion de densidad de probabilidad

fx(x) = { ’

Entonces,X se dice distribuidaexponencialmente con @anetrod (® > 0), y se

V. Distribuciones

le=2/6 < g

0 otra forma

denota potX' ~ Exp(6). Sufuncion de distribuan, est dada por:

’ <
0

Propiedades

1. El tiempoT entre ocurrencias de una variable aleatoria Poisdor (Poissoii)\))

l—e % o<z

se distribuye exponencialmentg ¢~ Exp(1/X)).
2.ux =E(X)= O+°Oxée’“'/9dx =0
3.B(X?) = [ a2 le=/" dw = 267
4.0% =V(X) = [[(z — )%/ dx = E(X?) — B(X)? = 6

Tema V.

Distribuciones Continuas

Exponencial (9)
X ~ Exp(0.5)

a) Funcion de Densidad

0 2 4 6 8 10

b) Funcion de Distribucion
1.09 0.865
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X ~ Exp(3.0)
a) Funcion de Densidad
0.3
0.25
=0.2
&
>0.15

i

b) Funcion de Distribucion

0.8 0.736

0. 0.487
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Distribuciones Continuas
Exponencial ()

a) Funcion de Densidad
1.

30

0.8
—~ 0.6
Funcbn de Densidad de Probabili- ?04
dad
0.2
ée’x/(’ 0<x e —
K@=30 L 5§ % 4 & & 1
X
. o b) Funcion de Distribuci
Funcin de Distribuadn Acumulada . ) Funcion de Distribucion
Fa(z) 0 <0 08
) =
X 1— 671:/0 0<z = 0.
& 0.4
0.2
o I T T T T 1
0 2 4 6 8 10
X
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Distribuciones Continuas
Distribuci 6n Normal Estandar

SeaZ variable aleatoria continua cdancion de densidad de probabilidad

1 >
o(z) = e?? — o0 <2< 400

Vo

Entonces,Z se dice distribuidanormal esindary se denota po?Z ~ n(0,1). Su

funcion de distribudn, est dada por:

1
P(Z<z)=0(2) = / —— e " du
oo V21
Propiedades
luz=E2)= [T T e #/2dz =0
2.0, =V(2)=E(Z% = [T e dz=1

—00 Vor
3. La distribucbn normal estndar es sirgtrica alrededor dél. Luego, para todo,

O(z) =1—P(—2)
4. La distribucon normal esindard(z) est tabulada para varios valores de
5. P(-1<Z < +1)=683%; P(—2<Z<+2)=954%; P(—3<Z<+3)=09.7%.
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Distribuciones Continuas
Normal Estandar (0,1)

a) Funcion de Densidad

0.4
0.3
. . . @ 0.2
Funcibn de Densidad de Probabili-
dad 0.1
¢(Z)=L€_22/2 — 00 <z < +00 0 S R e  — —
2T -3 -2 -1 0 1 2 3
z
Funcbn de Distribudbn Acumulada YISHEIU B, L oI
2 " | osa
“ 2 0.8
o(z) = / ——e " du
—oo V2T ~ 0.
=
S 04
0.2-] 0.159
O T T T T T T 1
-3 -2 -1 0 1 2 €]
z
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Distribuciones Continuas
Distribuci 6n (Gaussiang Normal (y, o?)

SeaX variable aleatoria continua cdancion de densidad de probabilidad

1 e
fx(z) = 2 — 00 < T < 400

e
oV 2T

Entonces,X se dice distribuidanormal con paametrosy. y o* y se denota por
X ~ n(u,o?). Sufuncion de distribudn, est dada por:

. 1 u—p)?
P(X <z)=Fx(z) = / e~ T du

00 OV 2T

Propiedades
z—p)?
l.ux=EX)= fj;ox#ﬂe_(zn) de =
)2

2.E(X?) = [T xQﬁ e dy = 0% + 112

3.0% = V(X) = E(X?) — E(X)? = o>
4.P(|X —pl<o)=Plp—0c <X <p+o)=083%;

5. La distribucdn normal con pametros: y o es singtrica alrededor dg.

Estadistica |
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Distribuciones Continuas

Normal Estandar (0,1)

V. Distribuciones 34

Normal Estandar

-4 =8 =2 =fl 0 1 2 3 4
| 95.4% ,
I 1
L 99.7% |
I 1
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Distribuciones Continuas
Normal (u, o)
a) Funcion de Densidad
0.4
0.3
Funcbn de Densidad de Probabili- ¥°2
dad 0.1
1 _w? a
fx(z) = e 22 —oo<z <400 : N B
oV 2w U-0 M p+o
X
Funcbn de Distribuddn Acumulada L, ) Funcion deDistribucion
B ( ) /i 1 7(u7;1)2d 0.8
) = e 202 du
X 00 OV2m =0
i 0.4
0.2
G T T T T T
H-0 W p+o
X
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Distribuciones Continuas

Normal (p, 0?)
X ~ n(1,0.25)

a) Funcion de Densidad

X ~n(—1,4)

a) Funcion de Densidad

0.8 0.8
0. 0.
— —
204 X 04
0. 0.
[ T T T T T 1 [ T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4
X X
b) Funcion de Distribucion b) Funcion de Distribucion
0.977
1. 1.
0.841
0.8 0.8
= 0.6 = 0.
x x
k04 L 0.4
0.2 0.2 0.159
0 0.
T T T T T T | T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4
X X
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Distribuciones Continuas

Distribuci 6n Normal — Teorema Central del Limite

(Efecto Normalizador del Promedio)

SeanX, X,, ..., X, variables aleatoriagdependiente e &hticamente distribuidas

con medigu y varianzas?. Entonces, se tiene aproximadamente que
X ~n(p,a*/n)

siendo la aproximaon razonable para > 30.
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Distribuciones Continuas

Estandarizacion de la Distribucion Normal (i, o?)

SeaX variable aleatoria normalmente distribuida conapagtrosy, y o?. Es decir,
X ~ n(u,o?). Entonces
X —u
g
sigue la mismdey de probabilidadesormal con paametros

EZ)=E(X-4=FE)-L=1pX)-L=0

o o o

7 =

1)

V@) =V (E-H=vE =0 -1

Esto es, la variable aleatoria dada por la expredn (1) es laestandariza6in de la
variable aleatorig . Entonces,

P(X<a:):P<X“<x“>:p(2<$u>:®(:cu>

g o
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Distribuciones Continuas

Distribuci 6n Normal — Teorema Central del Limite

(Efecto Normalizador del Promedio)

Distribucion del Salario

Salario Mensual

(n=5) Distribuciop‘:gsl Promedio

Z )

(n=50)
)

Z 7

%) 7 7

B _H D

r T T T T
0 1 2 1 1
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Distribuciones Continuas

Distribuci 6n Normal — Teorema Central del Limite
Ejemplo

Los tiempos de servicio por auto, en un verificentro, soratdes aleatorias indepen-

dientes con media de 8 minutos y varianza 4.& @s la probabilidad de que 35 autos

sean verificados en menos de 4 horas?

Solucbn: Sea X; el tiempo en ser verificado ef-ésimo auto. Entonces,

E(X1) =8 min, V(XZ) = 4,

S X —np L A0 35(8)
no? V140

P(>" X <240) =P ( ) = P(Z < —3.38) = ®(—3.38) = .0004
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Aproximacion de Distribuciones de Probabilidad
Distribuci 6n Poisson por la Normal
SeaX ~ Poissoifi)),
z—05—X\
PX<z)=Fy(lz) =P ———
(X <0~ Fyle) =0 (22 =2)

dondeY” es una variable aleatoria con distribbitnormal paametrog: = Ay o = ),
y 0.5 es la correc@in por continuidad.

* Nota La distribucbn es reazonablemente buena cuakde 10.

Ejempilo:

Suponga que en promedio 20 sistemas tienen problemas denicacion por da en
un clusterde computadoras. ¢ @les la probabilidad de que en uradntre 15y 25
PCs tengan problemas? Calcule aproximadamente la prizabide que en 5ids el
nimero de PCs con problemas sea entre 80 y 120?
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Aproximacion de Distribuciones de Probabilidad

Distribuci 6n Binomial por la Normal

SeaX ~ Binomial(n, p),

- 2 — z—05—np

dondeY es una variable aleatoria con distribiutinormal paimetrosy = np y
o2 = np(1 — p), y la constante aditive.5 se conoce comoorreccon por continuidad

* Nota La distribucbn es reazonablemente buena cuando la distébuminomial no
es muysesgadaEsto es, siip > 5y n(l — p) > 5.

Ejemplo:

Aproximadamente el 40% de personas que compran una coropatpersonal por
primera vez compra tami una impresora. El proveedor pone una orden de compra
por 100 PCs y tiene que decidirantas impresoras ordenar. &Ceas la probabilidad
de que en las piximas 100 personas,ande la mitad compren tan@ni una impresora?
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