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CALCULO DE PROBABILIDADES 1
Tarea 4

1.Suponga que X tiene una distribucion Geométrica con p = 0.8.
a)Encuentre la probabilidad de cada uno de los siguientes eventos:
al)X>3
a2)4<X<76X>9
a3)3<X<564<X<10
a.4) X > 7 si se se sabe que X >4
b)Si ahora el parametro p es igual a 0.3, ;como cambian las probabilidades anteriormente obtenidas?

2.Sea X una v.a. con distribucién Uniforme en 0, 1,..., 99. Calcule:
a)P(X > 25);
b)P(2.6 < X < 12.2);
)P(8<X<10630<X<32);
d)P(25 < X £30).

3.Sea X una v.a. con distribucion Geométrica con parametro p.
a)Demuestre que X, _, f(x) = 1.
b)Se define la v.a. Y como, Y =X si X <My Y =Msi X > M; es decir Y = Min(X , M). Encuentre la
densidad de Y.

4.Use la aproximacién Poisson para calcular:
a)la probabilidad de que a lo mas 2 de 50 personas tengan su licencia vencida, si usualmente el 5% de las
personas tienen vencida su licencia.
b)la probabilidad de que una caja de 100 fusibles tenga a lo mas 2 fusibles defectuosos si se sabe que el 3%
de los fusibles fabricados son defectuosos.

5.Sea X el tiempo de decaimiento de alguna particula radioactiva y suponga que la distribucion de X es
Exponencial(X). Si A es tal que P(X > 0.01) = 1/2, encuentre el nimero t tal que P(X >t) =0.9.

6.a)Sea X ~ N(i,06%). Encuentre P(|X - u/<ko),k=1,2,3.
b)Suponga que p =5y 62 =9. De acuerdo a lo hecho en el inciso anterior encuentre, para cada valor de k,
el intervalo en donde se encuentra la v.a. X.

7.Suponga que el peso (kg) de una persona seleccionada aleatoriamente de una poblacion es una v.a. X con
distribucion normal de pardmetros p y 62. Suponga también que P(X < 60) = 1/2 y que P(X < 52) = 1/4.
a)Encuentre el valor de los parametros 1y G.
b)Encuentre P(X > 75).
c)De todas las personas en la poblacion que pesan al menos 75 kg, ;qué porcentaje pesara arriba de 82 kg?.

8.Sea tp el numero tal que O(tp) =p, 0<p < 1 (® es la funcidn de distribucion acumulada de una N(0,1)). Si X
es una v.a. con distribucion N(p,0”), demuestre que P( p + tpo <X <pu+tp,c)=p,-p; endonde 0<

p<p,<l.

9.Suponga que un nimero muy grande de particulas radioactivas tienen tiempo de decaimiento distribuido
exponencialmente con parametro A. Si la mitad de las particulas decaen durante el primer segundo, ;cuanto
tiempo tendra que pasar para que el 75% de las particulas decaigan?.

10.Demuestre que si o > 1, la densidad gamma(a, A) tiene un maximo en (o - 1)/A.

11.Encuentre ®@-1(t) parat=0.1, 0.2,..., 0.9 y use estos valores para graficar ®-!.
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12.Encuentre el valor Q tal que P( X < Q)= j/4,7=1,2, 3, en donde X tiene una distribucion
a)N(p,0°).
b)Cauchy.
c)Exponencial(}).
d)Para cada una de las tres anteriores distribuciones construya una grafica de la funcion de densidad e
identifique los valores Q, ,Q, y Q. (Para la normal considere p =1y 6" =1, y para la exponencial, A= 1)
Nota: para toda distribucion, los valores Q, ,Q, y Q, reciben el nombre de cuartiles.

13.Sea X ~ N(u, 0.25). Encuentre la constante ¢ tal que P( [X - p/<c)=0.9.

14.Sea X v.a. que se distribuye Exp(0).
a)Encuentre F(x) y construya la grafica de esta funcioén para distintos valores de 0.
b)Demuestre que P( X > xo + x| X > %o ) = P( X >x ), para todo x =2 0 y X, > 0. Esta propiedad se denomina
pérdida de memoria, y caracteriza a la distribucion exponencial.

15.a)Sea X v.a. con distribucion binomial(n=25, p=0.2). Encuentre P( X < np - 2(npq)'/3).
b)Si X es una v.a. con distribucion Poisson para la cual P(X = 0) = P(X = 1), ;cual es el valor de A?.
¢)¢,Cuando puede asegurarse que la distribucion de X es la misma que la de - X?.

16.Sea X v.a. con distribucion N(2,1). Encuentre P(|X - 2| < 1).

17.Encuentre el valor en el cual se maximiza la funcion de densidad de las siguientes distribuciones,
a) Beta(a,b)
b) Gamma(a,b)

18.a2)Si X se distribuye N(2,2) exprese P(|X - 1| < 2) en términos de la distribucion acumulada de una Normal
estandar.
b)Si X se distribuye N(w,p’), o> 0, exprese P(X < - | X < p) en términos de la distribucion acumulada de
una Normal estandar.
¢)Si X se distribuye N(1,6°), y 6~ es una funcién de p, o~ = h(p), ;de qué forma tiene que ser h(-) para que
P(X £0) no dependa de n para p > 0?.

19.Un vendedor ha encontrado que el ntimero de articulos de la marca ABC que puede vender en un dia es
una v.a. Po(4).
a)Construya una grafica de la funcioén de densidad correspondiente.
b)Cuantos articulos de la marca ABC debe tener el vendedor para estar 95% seguro de que tiene los
suficientes articulos para que le duren 5 dias? (Dé una respuesta numérica).

20.a2)Si X se distribuye Binomial con parametros (n,p), cual es la distribucion de Y =n - X?.

b)Dos dados se lanzan n veces. Sea X el nimero de lanzamientos en los cuales el nimero del primer dado
es mayor al nimero del segundo dado. ;Cual es la distribucion de X?

c)Una persona que ha ingerido mucho alcohol realiza una "caminata aleatoria" moviéndose a las
posiciones 0, +1, +2, ... de la siguiente manera: comienza en la posicion 0, después se mueve
sucesivamente con pasos de una unidad, a la derecha con probabilidad p y a la izquierda con
probabilidad 1 - p. Cada movimiento es independiente de los demas. Sea X su posicion después de n
pasos. Encuentre la distribucion de (X + n)/2.

d)Sean X, y X, v.a. con distribucion Binomial con pardmetros (n,p,) y (n,p,), respectivamente. Si p; < p,,
demuestre que P(X, <k) > P(X, <k) parak =0, 1,..., n. (Este resultado muestra que entre mas pequefio
sea el valor de p, mas sesgada hacia la derecha es la distribucion binomial)

21.a)En cierta localidad donde habitan 5000 personas adultas se selecciono6 al azar una muestra de tamafio

100. Al preguntarle a cada persona seleccionada cudl era su opiniébn con respecto a un proyecto
municipal, resulté que 60 lo apoyaron y 40 se opusieron a él. Si se supone que en toda la localidad la
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mitad de las personas adultas estan a favor del proyecto y la otra mitad estd en contra, jcudl es la
probabilidad de obtener una mayoria de 60 o0 mas a favor del proyecto en una muestra de tamafio 1007?.
b)Responder el inciso anterior aplicando alguna aproximacion adecuada.

22.Considere una distribucion Hipergeométrica(M,K,n). Demuestre el siguiente resultado,

KYM-K
17 X n_X n X(l )l]*X
im~—~————~= -
wr (M ff P
K/M—p
n

Este resultado nos dice bajo qué condiciones la distribuciéon Hipergeométrica se puede aproximar por una
distribucion Binomial.

23.Suponga que el numero de accidentes fatales de automdvil, en cierta zona de la ciudad, obedece una
distribucion Poisson con un promedio de un accidente por dia.
a); Cual es la probabilidad de que mas de 10 accidentes ocurran en una semana?
b);Cuadl es la probabilidad de que transcurran mas de 2 dias entre dos accidentes?

24.Si X es una v.a. Binomial(n,p), demuestre que

»n) 1 K
P(X > k) = o PN S N B
( );(J’qu B(k,n—k+1)-(l:u( W du

en donde B(a,b) = I'(a)["(b)/T'(a+b). Este resultado nos dice que si X se distribuye Binomial con parametros
(n,p) y Y se distribuye Beta con parametros (k,n-k+1), entonces 1- Fx (k-1) = Fy (p).

25.Suponga que X tiene una distribucion Binomial con parametros (n,p) y Y tiene una distribucion Binomial
negativa con parametros (r,p). Demuestre que Fx(r-1) =1 - Fy(n-1).

26.Existe un conjunto de funciones de densidad que se denomina familia exponencial. Los elementos de esta
familia son aquellas densidades f( - ; 01,..., Ok ) que pueden ser expresadas como,

k
f(x;0,,...,0, ) =a(6, ,...,Ok)b(x)epocj(O1 5o 01 )d (%)
j=I1
para cualesquiera funciones a( - ), b(-),ci(-),dj ().

a)Demuestre que la distribucion Binomial pertenece a la familia exponencial.
b)Demuestre que la distribuciéon Normal pertenece a la familia exponencial.

27.Sea X una v.a.. El valor x para el cual se ha acumulado una probabilidad igual a p, estd dado por Fy(x)=p.
Considere los siguientes valores de p: 0.25, 0.48, 0.79, 0.98. Mediante el uso de tablas o de algiin paquete
para computadora, encuentre el valor x correspondiente a cada uno de los anteriores valores de p,
suponiendo que la distribucion de X es
a)Ji-cuadrada con 25 grados de libertad
b)Gamma(3,7)
c)Beta(2,3)

28.Un distribuidor de semillas de frijol ha determinado, despues de varios estudios, que el 5% de las semillas
no germinan. Si esta persona vende paquetes de 200 semillas y garantiza una germinacion del 90%, (cual es
la probabilidad de el paquete viole la garantia?

29.a)Se ha implementado un proceso de fabricacion de transistores en donde se pretende no tener mas del 1%

de articulos defectuosos. Cada hora se seleccionan al azar 10 transistores de la linea de produccion. Si
uno o mas de los 10 transistores son defectuosos, se para el proceso para hacer los ajustes necesarios. Si

TAREA 4



CALCULO DE PROBABILIDADES |

se supone que el proceso es tal que la probabilidad de obtener un articulo defectuoso es igual a 0.01,
,cudl es la probabilidad de que, en un momento dado, el proceso sea detenido innecesariamente?.

b)Con referencia al inciso anterior, jcuantos transistores (en lugar de 10) deberian ser examinados si el
fabricante desea que, con probabilidad 0.95, el proceso tenga que detenerse cuando se producen 10% de
articulos defectuosos?

30.Sea X ~ N(0,4) y sea Y una v.a. definida como Y =m, sim - 1/2 <X <m + 1/2, en donde m es entero tal
que-5<m<5Y=-6,s1 X<-55yY=06,si X>5.5. Encuentre la funcion de densidad de Y y grafique
esta funcion.

31.Sea T una v.a. continua tal que P(T < 0 ) = 0, que denota el tiempo de falla en algun sistema. Sea F la
funcién de distribucion de T y suponga que F(t) < 1, para 0 <t < oo. SiF(t) =1 - 90 [ t> 0,y G'(t) = g(t)
existe parat >0,

a)demuestre que la funcion de densidad de T esta dada por,

ﬂ:g(t) , 0<t<oo.
1-F(t)
Nota: la funcién g se conoce como la razén de falla, porque heuristicamente,
P(t<T<t+dtT>t) =D _ocpye.
1-F(t)

b)Demuestre que paras >0y t> 0,
7,[;;11)(1“
P(T>t+s|T>t)=e * .

c)Demuestre que el sistema se mejora con el tiempo (es decir, para s fija la probabilidad del inciso anterior
aumenta al aumentar t) si g es una funcion decreciente, y el sistema se deteriora con el tiempo si g es una
funcidn creciente.

d)Demuestre que J‘:g(u) du=c.

e);, Como se comporta g si T tiene distribucién exponencial?
f)Si G(t) = At* , t > 0, ;para qué valores de a el sistema se mejora, se deteriora o se mantiene sin cambio al
paso del tiempo?.

32.Sea X una v.a. cuyos posibles valores son enteros y su funciéon de distribuciéon acumulada es F. Sea
Y~U(0,1). Se define la variable Z como Z =m, si F(m - 1) <Y < F(m), para todo entero m. Demuestre que
Z tiene la misma densidad que X.

33.Una compaiiia de seguros encontré que el 0.005% de las personas en un pais, mueren por cierto tipo de
accidente cada afio. ;Cual es la probabilidad de que la compaiiia tenga que pagar a mas de tres de un total
de 10000 asegurados debido a este accidente en un afio?. Calcule la probabilidad exacta y también en forma
aproximada.

34.La deficiencia de células rojas en la sangre se puede determinar examinando una muestra de sangre en el
microscopio. Suponga que en las personas normales una muestra de volumen especifico de sangre contiene
en promedio 20 células rojas. ;Cual es la probabilidad de que para una persona normal, una muestra de
sangre pueda contener menos de 15 células rojas?

35.Se form6 un jurado de seis personas de un grupo de 20 posibles miembros, de los cuales 8 eran mujeres y

12 eran hombres. El jurado se selecciond aleatoriamente, pero solo contenia a una mujer. ;Tiene usted
algun motivo para dudar de la aleatoriedad en la seleccion?.

TAREA 4



CALCULO DE PROBABILIDADES |

36.Muchas veces se estima el tamafio de las poblaciones de animales utilizando el método de captura-
marcaje-recaptura. Bajo este método se capturan k animales, se les marca y se les regresa a la poblacion.
Después de cierto tiempo se capturan n animales y se anota el nimero de animales marcados (W). Las
probabilidades asociadas a W son funcién de N, el nimero de animales en la poblacion, y el valor
observado de W contiene informaciéon sobre el valor desconocido de W. Suponga que 4 animales son
capturados, marcados y regresados a la poblacion, y que posteriormente se recapturan 3 animales de esta
poblacion. Encuentre la funcion de densidad de W en funcion de N. ;Qué valor de N maximiza P(W = 1)?.

37.Al contestar una pregunta con respecto a un tema de controversia (como, ";alguna vez ha fumado
mariguana?"), muchas veces la gente no quiere ponerse en evidencia al contestar afirmativamente. Obtenga
la distribucion de probabilidad de Y, el nimero de personas que se necesitaria entrevistar hasta obtener una
respuesta afirmativa, si se sabe que el 80% de la poblacion contestaria veridicamente "no" a la pregunta, y
que del 20% que deberian de contestar veridicamente "si", un 70% miente.

38.Las lineas telefonicas de la oficina de reservaciones de la linea aérea SELEVO se encuentran ocupadas
alrededor del 60% del tiempo.
a)Si usted llama a esta oficina, ;cudl sera la probabilidad de que le contesten en el primer intento?, ;en el
segundo intento?, y ;en el tercero?.
b)Si usted y un amigo tienen que llamar a esta oficina (cada quien por su parte), ;cudl sera la probabilidad
de que tengan que hacer en total cuatro intentos para que puedan comunicarse los dos?

39.a)Si un paracaidista cae en un sitio aleatorio de la linea recta entre los puntos A y B,
a.1)Encuentre la probabilidad de que esté mas cerca de A que de B.
a.2)Calcule la probabilidad de que la distancia con respecto al punto A sea mas de tres veces la distancia
con respecto al punto B.
b)Si tres paracaidistas caen en forma independiente sobre la linea recta del inciso anterior, ;jcual es la
probabilidad de que exactamente uno de los tres se encuentre mas cerca de A que de B?.

40.La relacion entre la distribucion Gamma y la distribucion Poisson esta dada,para valores enteros de o,por

1 - . ol )\‘y e-k
— e dy= .
Ol 2y

SiY tiene una distribucion Gamma con o =2 y =1, encuentre P(Y > 1) utilizando la densidad Gamma y
tambien utilizando la igualdad anterior.
Nota: La integral que se utiliza en este ejercicio se conoce con el nombre de integral Gamma incompleta.

41.Lav.a. Y tiene una funcion de densidad dada por

ky’e??,  y>0
f(y) ={
0 S e.0.C.

Obtenga el valor de k y grafique la funcion f(y).
42.S1Y ~ Gamma(3,2),
a)Obtenga la funcion de distribucion acumulada de Y.
b)Calcule P(1<Y <4) y P(Y <£0.6).
c)Encuentre el valor de Y para el cual la probabilidad acumulada es 0.5.

43.La proporcion del tiempo que en un dia todas las cajas registradoras de un supermercado estan ocupadas,
es una v.a. T con funcion de densidad

f(t):{ctz(l—t)“ , 0<t<l

0 , e.0.C.

a)Encuentre el valor de c.
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b)Obtenga F(t).
c)Calcule P(0.2 < T<0.4).

44 .Considere la distribucion Beta(a,3). Grafique la funcidén de densidad para cada una de las siguientes
parejas (o.,p),

o | 1 14 10 3 1 15 6 20 30 120
Bl 1 w4 100 3 20 30 120 1 15 6

45.Si el nimero de veces que ocurre un evento en un intervalo de tiempo de longitud t sigue una distribucién
Poisson(At), entonces el tiempo entre la ocurrencia de los eventos tiene una distribucion Exponencial(1/1).
Si las llamadas de emergencia que llegan en promedio a la Cruz Roja son 10 por hora, ;jcual es la
probabilidad de que transcurran mas de 15 minutos entre cualesquiera dos llamadas?.

46.Se dice que una variable aleatoria Y tiene una distribucion Lognormal, si X = In(Y) tiene una distribucion

Normal. La forma de la funcion de densidad Lognormal es semejante a la de una densidad Gamma, es decir,
estd sesgada hacia la derecha. La funcion de densidad Lognormal es

1

f(y)=12noy

0 , €.0.C

—{In(y)-p)* /26°

, y>0

Notacion: Y ~ InN(p,62)

Puesto que In(Y) es una funcién monoétona de Y, P(Y < y) = P[In(Y) < In(y)] = P[X < In(y)], en donde
X~N(u,02). Entonces se pueden obtener las probabilidades de una distribucion lognormal utilizando la
distribucion Normal.

SiY ~InN(4,1), encuentre P(Y<4) y P(5 <Y< 8).

47.S1 W ~ Beta(3,5), calcule P(0.2 < W < 0.4) utilizando el resultado del ejercicio 24.

48.El Centro de Computo de una Universidad muy reconocida tiene 300 pc's para el uso diario de los
estudiantes. La probabilidad de que alguna pc requiera servicio un determinado dia es 0.015. ;Cual es la
probabilidad de que en un dia
a)a lo mas dos terminales requieran servicio?
b)por lo menos cinco terminales requieran servicio?
c)tres requieran servicio?
Para cada uno de los incisos anteriores obtenga la probalidad en forma exacta y tambien en forma
aproximada
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